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RESUMEN

El tema del proyecto se enmarca en el area de control digital, y mediante su
desarrollo se pretende verificar que tan apropiado en términos de respuesta
transitoria y accion de control resulta la implementacion de un algoritmo de control
por modos deslizantes [1], sobre la planta de péndulo invertido rotacional de la
Institucidon Universitaria Los Libertadores. Se realizara una comparacion del
algoritmo que se desea implementar con el control propuesto por la empresa
Quanser (Linear Quadratic Regulator 6 LQR), verificando el rendimiento de los

pardmetros de interés.

Para lograr este objetivo es necesario determinar el modelo mateméatico del
sistema por medio del analisis conocido como método de Lagrange, luego se
realizara una evaluacion de control LQR, partiendo del estudio de las variables de
interés (respuesta transitoria, tiempo de respuesta y sobre impulso). Se realiza un
cotejo entre la técnica control por modos deslizantes y el controlador LQR de
Quanser comparando los resultados obtenidos y el andlisis del comportamiento de

la accién de control de cada técnica.
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OBJETIVOS

GENERAL

Disefiar e implementar un controlador por modos deslizantes en tiempo real para
el sistema péndulo invertido y realizar una comparacion con el algoritmo LQR de

Quanser en respuesta transitoria del sistema.

ESPECIFICOS.

Determinar el modelo matemético del péndulo invertido.
Realizar un andlisis de la respuesta transitoria del péndulo invertido.

Analizar el control LQR implementado para el sistema, sobre la plataforma de

tiempo real de Quanser existente en el laboratorio.
Disefiar un controlador por modos deslizantes para el sistema.

Implementar el controlador disefiado sobre la plataforma de tiempo real de

Quanser existente en el laboratorio.

Realizar un estudio comparativo de la accion de control y respuesta transitoria del

sistema entre los dos algoritmos de control.

13
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ALCANCES

En la universidad Los Libertadores existen campos de investigacion y desarrollo
gue permiten a los estudiantes ampliar sus conocimientos. Este proyecto surge de
la necesidad de extender la investigacion y desarrollo en la rama de control, ya

gue es una de las principales areas de formacién del ingeniero electronico.

Los sistemas que se estudian en el entorno académico son representados por
medio de modelos matematicos; a partir de ahi se disefia e implementa un
controlador que permita al comportamiento de la planta responder de forma casi
instantanea a cambios ocasionados por el entorno o perturbaciones tales como
ruidos en el medio. En este caso, al comparar los tiempos de respuesta transitoria
y la accion de control del sistema del péndulo invertido, podremos determinar que
la técnica utilizada puede servir como analogia de nuevas investigaciones para el
desarrollo cientifico, y por lo tanto generar nuevas aplicaciones en donde se
muestre su utilidad. A nivel mundial se encuentran multiples estudios basados en
técnicas de control, con el fin ajustar y reevaluar parametros, haciendo
controladores mas robustos a la hora de implementarlos, por ejemplo, en edificios
que soporten temblores o perturbaciones similares que afecten la edificacion [14,
15, 16, 17]

14
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INTRODUCCION

La universidad y su facultad de ingenieria fomentan la investigacion y el desarrollo
en sus diferentes areas. En Ingenieria Electronica existen distintos énfasis para el
desarrollo de tecnologia como lo son las telecomunicaciones, control, energias
alternativas, procesamiento digital de sefiales e imagenes; y esta cuenta con los
laboratorios para cada uno de sus espacios. Cabe destacar diferentes proyectos
de investigacion que se han desarrollado en las areas mencionadas: en energias
alternativas se han realizado proyectos tales como: “Desalinizador solar” [2] y
“Sistemas de bombeo alimentado mediante energia solar para suplir las
necesidades del mercado” [3], en la rama de telecomunicaciones: “Implementacion
del control de ventanas deslizantes del protocolo HDLC para fines didacticos” [4] y
“Planificacion multicast IPV6 para proyecto rumbo” [5], procesamiento digital de
sefales e imagenes: “Guia para la implementacion del desenvolvimiento de fase
en imagenes aplicando los métodos de Branch-Cuts” [6] y “Maquina genética para

evolucion de filtros espaciales para el pre-procesamiento digital de imagenes” [7].

Para fomentar el desarrollo y crecimiento del &rea de control de la universidad, se
quiere presentar proyectos académicos para la investigacion o el estudio
avanzado, ya que ésta es una de las principales areas de formacién del ingeniero
electronico. El laboratorio de control de la universidad cuenta con los sistemas
necesarios para esta tarea, esta dotado con diferentes plantas de control, una de
ellas es conocida como péndulo invertido rotacional o péndulo de Furuta, que
debe ser controlado en tiempo real. Esto se realiza con ayuda de una plataforma
soportada en MATLAB denominada QuaRC, que permite la ejecucion de nuevos
algoritmos desarrollados por docentes y estudiantes. El algoritmo implementado
en dicha planta esta basado en técnicas LQR, el cual esta relacionado con la
dinamica del sistema que se define por ecuaciones lineales diferenciales, y los
costos son descritos por funciones cuadraticas logrando minimizarlos, pero éste
modelo de control no es adecuado para condiciones en las que no se conocen los
estados del sistema; esto se ve reflejado en inestabilidad para la planta que se
desea controlar [4, 5]. Ademas, este tipo de controlador no considera los ruidos en

15
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las lecturas y esto genera desequilibrio en el sistema. En la actualidad existen
técnicas modernas de control como légica difusa [8, 9], algoritmos genéticos [10],
redes neuronales [11], identificacion paramétrica [12], modos o planos deslizantes
[13] y planitud diferencial, que se han estudiado de manera tedrica los cuales han
permitido ampliar técnicas y desarrollar conocimientos en el entorno académico, y
que resultan muy interesantes para analizar en casos reales. Uno de estos puede
ser utilizado para controlar la planta de péndulo invertido teniendo en cuenta
pardmetros de la respuesta transitoria tales como el tiempo de estabilizacion,

sobre impulso y comportamiento de la accion de control.

16
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SISTEMAS NO LINEALES

El punto de partida en el analisis de un sistema de control es la representacion de
un modelo matematico, por lo general como un operador entre las entradas y
salidas del sistema, o como un conjunto de ecuaciones en diferencias y/o
diferenciales. La mayoria de los modelos que se utilizan tradicionalmente la teoria
de control matematica y la practica son lineales. De hecho, los modelos lineales
son mucho mas manejables que los no-lineales y puede representar con precision

el comportamiento de los sistemas reales en muchos casos utiles [18].

En la actualidad se han realizado numerosos avances tecnolégicos de acuerdo a
diversas necesidades que llevan consigo aplicaciones no lineales, como ejemplo:
los ciclos limite, manipuladores robot, edificaciones sismo-resistentes y el péndulo

invertido; el cual es el objeto de la presente investigacion.

Para hablar de sistemas no lineales y de acuerdo al tema escogido es importante
aclarar el concepto sobre péndulo simple y posteriormente profundizar en el objeto

del trabajo: péndulo invertido.

Un péndulo simple matematicamente hablando se refiere al movimiento de una
masa sujeta a un punto, oscilando libremente en un plano vertical, mientras el
péndulo invertido se basa en una posicién vertical hacia arriba, equilibrado en un
angulo de 90°. [18]

Imagen 1: Péndulo simple Imagen 2: Péndulo invertido Simple

Fuente: Wikipedia, Inverted pendulum, (06/06/2014)
<http://en.wikipedia.org/wiki/Inverted_pendulum>
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CAPITULO 1: MODELAMIENTO DEL SISTEMA PENDULO INVERTIDO

Para adquirir el comportamiento total del sistema de péndulo invertido, se propone
el modelo matematico del sistema y se analiza a partir del método Lagrangiano, en
el que se obtiene el modelo no lineal y las ecuaciones de estado que representa

su comportamiento.

1.1 METODO LAGRANGIANO

El método Lagrangiano (L) [19] es usado para encontrar las ecuaciones de
movimiento del sistema y se encuentra descrita a continuacion:

L=T-V [1.1]

Donde T es la energia cinética del sistemay V es la energia potencial del sistema.

Para el sistema de péndulo invertido se describen las ecuaciones tanto para el
brazo giratorio, como para el péndulo. Primero, se definen las variables utilizadas

para los &ngulos y sus derivadas:
6 = Angulo del brazo
a = Angulo del péndulo
6 = Velocidad angular del brazo

a = Velocidad angular del péndulo

Para el modelo del sistema se utilizan las siguientes notaciones:

q; = [0(2), a(D)] [1.2]

[1.3]

o _[40® da®
qi_[ dt ’ dt

Donde i =1,2

18
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Para describir la configuracion del sistema, es necesario representarlo en

coordenadas generalizadas, de la siguiente manera:

(atg;di L) - (%L) =0 [1.4]

Dondei =1,2y Q; son las fuerzas generalizadas.

d
Q1 = Tm — Barm (ag(t)> [1.5]

d
Q; =B, (E a(t)> [1.6]

Donde Q, es la accién sobre el brazo rotatorio y Q, es la accion sobre el péndulo.
Ademas, t,, es el torque del motor, B, €s el coeficiente de amortiguamiento del

brazo y B, es el coeficiente de amortiguamiento del péndulo.

Es decir, que de forma matricial, el torque es definido como:

l[Tm — Barm (%H(t)ﬂl
[ B, (%a(t)) J

T= [1.7]

Ahora, el torque de motor es

19
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d
77gKg77mKt <lem - KgKm (E 9(0))

Tm
R

[1.8]

Siendo:

14, €ficiencia de los engranajes

K, relacion total entre los engranajes
Nm. €ficiencia del motor

K,, constante del torque del motor

R,,, resistencia del motor

I, corriente de entrada al servo motor

K,,, constante de fuerza electromotriz

1.1.1 ENERGIA CINETICA

Para hallar el Lagrangiano [19], que involucra velocidades y posiciones es

necesario tener en cuenta lo siguiente:

Generalmente, la energia cinética se divide en dos partes:T,, rotacional y T;,

traslacional. De la siguiente forma;

T, = — [1.9]

Donde J es el momento de inercia y w es la velocidad angular

20
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[1.10]

Donde m es la masa del péndulo y v es la velocidad

En T, contribuyen tanto el brazo como el péndulo, pero T; es causada solamente

por el péndulo.

La energia de rotacion del brazo es

2
1 d
Tr,arm = E]arm (ag(t)> [1-11]

Y la energia rotacional del péndulo es:

2
T,, = % J (%a(t)) [1.12]

La energia rotacional total del péndulo invertido es la suma de las dos
contribuciones, [1.11] y [1.12]:

1 (d N 1 (a \
T = E]arm <E9(t)> + E]p <Ea(t)> [113]

La energia potencial del péndulo segun la ecuacién [1.10] esta dada por:
1
T, = > My (xdy2 + yd,2 + dz,2) [1.14]

Donde

21
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V= \/deZ +yd,2 + dz,2 [1.15]

Las ecuaciones de (x,,y,,z,) Son dadas a partir de las coordenadas cartesianas

que describen el centro de masa del péndulo [Ref. page 7-Inverted Pendulum

Control- Instructor Manual].

Las ecuaciones de (x,, y,, z,) son,

Xp = — sin(@(t)) sin(a(t)) L, + cos(8(t))r [1.16]
y, = cos(8(t)) sin(a(t)) I, + sin(8())r [1.17]
z, = —cos(a(t)) L, [1.18]

Derivando las ecuaciones [1.16], [1.17] y [1.18], tenemos:

dx, = —cos(@(t)) ( 9(t)> sm(a:(t)) L, — sm(@(t)) (—a(t))

[1.19]
— 51n(9(t)) ( 0(t)>
dy, = — 51n(9(t)) < 0(t)> sm(a(t)) l
+ cos(@(t)) cos(a(t)) (%a(t)) L, [1.20]

+ cos(@(t)) < 9(t)>

22
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—sm(a(t)) ( 0(t)> [1.21]

Obteniendo de esta forma las velocidades de cada uno de los puntos, para asi,

conocer la energia traslacional del sistema descrita en la ecuacion [1.14]

De este modo reemplazando [1.19], [1.20] y [1.21] en [1.14]

T, = %m <— cos(0(1)) ( 9(t)> sin(a(t)) 1, — sin(6(t)) (—a(t))

—sn(9(0)< 9(6) >2

<— sm(@ (t)) ( 0(t)> sm(a(t)) L, [1.22]

2

+cos(9(t))cos(a(t))< a(t)>l +COS(9(t))< B(t)))

+sm(a(t))< 9(t)>

Finalmente se obtiene la energia cinética total del sistema sumando T, y T, como

lo muestra la siguiente ecuacion:

T=T, +T, [1.23]

23
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1 (a1 i
_Efarm Ee(t) 2]p dta(t)

+ %m <— cos(6(t)) ( H(t)) sin(a(t)) L,

—sin(e(t))<%a(t)> s1n(9(t))< 9(t)>>

<— sm(@ (t)) ( H(t)) sm(a(t)) l [1.24]

2

+ cos(@(t)) cos(a(t)) (%a(t)) L,

+ cos(e(t))< 6(t)> )

2
+sm(a(t)) ( H(t))

2

1.1.2 ENERGIA POTENCIAL.

La energia potencial [19] del sistema péndulo invertido simple, se obtiene a través

de la siguiente formula:

V= mpgz, [1.25]

Donde m,, es la masa del péndulo, g es la constante de aceleracion gravitacional y

z, es descrita en la ecuacion [1.18].

Sustituyendo [1.18] en la formula de la energia potencial [1.25], obtenemos la

siguiente expresion:

24
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V= —m,g cos(a(t))l, [1.26]

Finalmente se obtiene el Lagrangiano del sistema, sustituyendo la energia cinética

[1.24] y potencial [1.26] en la expresion [1.1].

1 L1 (d :
Zfarm dte(t) z]p aa(t)

+ %m (— cos(6(1)) ( 9(t)> sin(a(t)) 1,

2

— sin(6(1)) <—a(t)>l —s1n(6(t))< 9(t)> )

[1.27]
(— sin(6(¢)) ( 9(t)> sin(a(t)) L,

2

+ cos(6(1)) cos(a(t)) <—a(t)>l +COS(9(t))< 9(0) )

+sm(a(t)) ( 9(t)> L,2 | + mygcos(a(t))l,

Para obtener las ecuaciones de movimiento no lineales del sistema, es necesario
resolver la ecuacién descrita en [1.4], tanto para 6 como para « [19]. Para esto, se
deriva el Lagrangiano [1.27] dos veces: su primera derivada define la posicion

angular y su segunda derivada define la velocidad angular.

<a(zaze L) (aag ) Qs [1.28]
(afazaL> (aaaL)—Qz [1.29]

25
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Donde Q; y Q, son coordenadas generalizadas para 6 y a, respectivamente.

Q, =2m, cos(a(t)) ( a(t)) 12 (dt 9(t)> sin(a(t))

| d Y
— m, (sin(a()) (a a(t)) L,r

[1.30]

+ (mpr2 +myl,2 —myl,2 cos(a(t))’

+]arm) ( @ 6(t)> +m, cos(a(t)) (_2 a(t))

2
d
Q;=-m, cos(a(t))lp (E 0(t)> sin(a(t))
+m, cos(a(t))l ( 9(t)> [1.31]

+ (]p + myl, 2) ( a(t)) +my,g sm(a(t)) [

Y son reemplazadas con las expresiones [1.5] y [1.6].
Tm arm < H(t)>
d
= 2m,, cos(a(t)) L,” sin(a(t)) (—a(t)) (Eﬁ(t)>
d 2
—my(sin(a(t)) L,r (aa(t)> [1.32]
+ (mpr2 + ml,,lp2 _ m,,lp2 cos(at(t))2 _|_]m,m> (dtz 9(t)>

d2
+m, cos(a(t)) L,r (W a(t))
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d _ d ’
B, Ea(t) = —m,, cos(a(t))l, sin(a(t)) a@(t)

d2 d2 1.33
+m, cos(a(t))l,r (W 9(t)> +(J, + m,,l,,z) (E a(t)) [ ]

+m,gsin(a(t)),

1.1.3 MATRIZ EULER-LAGRANGE

Para poder obtener la forma matricial de las ecuaciones de Euler-Lagrange [19],
definimos una matriz de masa o inercia denotada como D, una matriz de
amortiguamiento denotada como C y un vector el cual incluye las fuerzas

gravitacionales, incluyendo el vector generalizado de fuerza g [1.7].

p(a@) = ;" 3] [1.34)
d _[€11 €12

cla@a® | =] o [1.35]

g(q®) = [g;] [1.36]

Los términos de las matrices vienen dados en las expresiones [1.32] y [1.33]

como se muestra en la equivalencia de colores. Puesto que

2

d d d
D(q(D)) (F q(t)> +C (q(t),aq(t)> <E q(t)> +g(g®)) =7 [1.37]

Ahora, para hallar la representacion lineal de espacio de estados es necesario

linealizar la expresién [1.37] de la siguiente forma:
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Dz(q(t))( > q(t)> + G (q(t) q(ﬂ)( q(t)> +91(q®) =7 [1.38]

Donde D, es la matriz de inercia lineal, C;es la matriz de amortiguamiento lineal, g,
es el torque gravitacional lineal y 7 ya es lineal por ser proporcionado por el motor
DC.

El modelo lineal de espacio de estados se debe dejar en términos de aceleracion,

para que su solucién sea méas sencilla.

2

d _
—74® = =Di(q(6)) ' <Cz (q(t) q(t))( q(t)) +ag:(q(®) - r) [1.39]

El sistema tiene un comportamiento lineal cuando sus angulos son cercanos a

cero. Dada esta afirmacion, se obtiene lo siguiente:

Expresién no lineal Expresion lineal
dyy = mpr? + myl,° —myl,° cos(a(t))2 di10 = Mpr? + Jarm
+ Jarm
dq; = my cos(a(t)) L,r diz; = mylyr
dyy = my cos(a(®))l,r dyyy = mylyr
dy, =Jp + mplpz daz1 = Jp + mplpz

Tabla 1: Expresion lineal y no lineal de la matriz D

En este caso, la matriz C estd conformada por términos de sin(6,a) convierten

cero la expresion lineal.
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Para la matriz g se tiene:

Expresion no lineal Expresion lineal
g91=0 91, =0
g2 = mpg sin(a(®)) L, g21 = mpglya(t)

Tabla 2: Expresion lineal y no lineal de la matriz g.
Como se observa en la expresion [1.39], es necesario obtener la inversa de la
matriz D; que se encuentra descrita en la Tabla 1. Teniendo en cuenta que la

matriz C,; es cero, se tiene:

dt2 q(t) D, (q(t))_l(—gz(CI(t)) +7) [1.40]

. -1 ., .
Reemplazando la matriz D;(q(t)) "y los vectores g,y T en la expresion anterior,
obteniendo la ecuacién de Euler-Lagrange en términos de las coordenadas

generalizadas [19].

4 = [ Yot el — Barm(6(0))
dt? Uarm + mpr2)(Jp + myl,?) — my21,°r?
_ Mylpr(By (a®) - mpgly,(a(t)))
Uarm + mpr2)Up + mply*) = my2L,
My LT (T — Barm (6())
Uarm + mpr?)(Jp + myl, 2y — my,21L, 2y2

Uarm+mp ) (B, (a(8)) — mpgl,(a(t)))

p p
(]arm+mpr YUp + mpl,") — my2L, r?

[1.41]

Ahora se reemplaza la expresion [1.8] en [1.41], teniendo en cuenta que la tension
del motor de entrada V,,es igual al producto de la corriente de entrada I,,y su

resistencia R,,.

V.o=1, %R, [1.42]
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L o) = Myl 191
2 Uarm + mpr2)(J, + myl,?) — my2L, 22

dt?
NgKg*NmKKm
(]p + mplpz) (_ 2 Ry — — Barm) qd4

Uarm + mpr?)(J, + mplpz) - mpzl,{,zr2 [1.43]
Up + mplpz)ngantKng
(Uarm + mpr2)Jp + mply?) —my2L,%r2) Ry,
myl,rByqd,

2 2
Uarm + mpr?)(Jp + myL,") —my2L, r?

d ( ) mplpr (ngkgnmkt(:;m_kgkqul) - arqul)
——qdy(t) = =
ac 142 Uarm + mpr2)(J, + myl,?) — my2L,%r2 (1.44]

(]arm + mprz)(qudZ - mpglpqz)

Uarm +mpr?)(Jp + mply®) — my21, r?

Ademas, para las coordenadas generalizadas se hace la siguiente relacién de

variables de estados:

q, = x
2o [1.45]

Resolviendo [1.43] y [1.44], y reemplazando por las variables de estado de [1.45],

se obtiene:
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d
—x3(t
205 (6)
2 2 2 2
_ UpngKg NinKKm +]pBarmRm + mplp ngKg N KK + mplp BarmRm)x3
- 2
(]arm]p +]armmplp + mprzlp)Rm

1.46
_ mplperx4 _ (_]pngKgant - mplpzngKgant)Vm [ ]
]arm]p + ]armrnplp2 +mpr2]p (]arm]p + ]arm""plp2 + mprzlp)Rm
N mpzlpzrgxz
Jarmlp + Jarmmply” + myr2J,
d 0 = (M, L, k" Mok ek + My LT B gy Rin) X3
Z () =
dt (]arm]p + ]armmp lpz + mprzlp)Rm
(R armBp + Rym,r%B)x,
(]arm]p + ]armmp lpz + mprsz)Rm [147]

3 myl,rn gk Nk Vi,
(]arm]p -l']arm"lplp2 + mprzlp)Rm
(_]armmpglp - mpzrzglp)xz
Uarm.]p +]armmplp2 + mprz.,p)

1.2 ESPACIO LINEAL DE ESTADOS

Como x; y x, son posiciones angulares y x5 y x, son sus velocidades [19], se

relaciona lo siguiente:

[1.48]

A partir de este punto, con las expresiones [1.46], [1.47] y [1.48] se pueden
determinar los coeficientes de las matrices A y B del espacio lineal de estados
[1.49]
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X = Ax + Bu [1.49]
Donde u es el control del sistema, x son las variables de estado y x sera su
derivada.
a1 Q12 A13 Q14
A= | %21 @22 Q23

A3y Q3 A3z3 Q34
A4 Ay Q43 Oyg

Matriz A
bll
b21

B =
b31
b41

Matriz B

Para la salida del sistema, se tiene la siguiente ecuacion:

y=Cx+Du [1.50]
La salida y se describe por las posiciones angulares del péndulo y del brazo, por
esta razon se determinan los coeficientes de C como:

000
100

Matriz C

-l

Y la matriz D es definida por el sistema, para el péndulo Invertido es cero. De esta

manera la ecuacion [1.50] sera la matriz de salida:
_ 110007 [*1] _ [*1
Y= [0100] [xz] - [xz]

Matriz de salida

Ya obteniendo el modelo del sistema, se procede a disefiar el control por modos

deslizantes.
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CAPITULO 2: FUNDAMENTOS DEL CONTROL POR MODOS
DESLIZANTES

En la ingenieria de control estan disefiadas diversas técnicas en funcion de cada
una de las necesidades y desventajas de los algoritmos de disefio de
controladores. De esta manera se da paso a nuevos y mejores algoritmos que no
tienen las desventajas de los métodos clasicos de control. Algunas
aproximaciones de control que se han utilizado incluyen linealizacién por

realimentacién [22] y el Lagrangiano controlado [23].

Una de las técnicas mas utilizadas de control clasico es, por supuesto, el PID,
incluso presentando inconvenientes para sistemas lineales, como por ejemplo el
encontrar la restriccion del calculo de sus ganancias solo para sistemas de bajo
orden. Esto implica que si la inestabilidad del sistema presenta un coeficiente de
orden superior, el control PID no se puede implementar. Esto dio lugar a que se
desarrollara una nueva técnica de control conocida como Modos Deslizantes. Se
dice que fue implementada por Emelyanov y otros colaboradores, en la antigua

Union Soviética en los afios 50 [25].

El control por modos deslizantes, que pertenece a los sistemas de control de
estructura variable, es un control por realimentacién no lineal donde se cambia su
estructura para lograr el desempefio deseado. Debido a que el control por modos
deslizantes es mas sensible a variaciones en los parametros del sistema y
perturbaciones, se puede considerar su uso para el control de sistemas sub-
actuados. Esta ley de control consta de dos partes: el control equivalente y el
control de conmutacion. Mientas el control equivalente garantiza que los estados
del sistema permanezcan dentro de la superficie deslizante, el control de

conmutacion lleva el sistema hacia una superficie especifica. [20]

En la publicaciéon de Wang W. et, 2004 [21], se presenta un control por modos
deslizantes para una clase de sistemas de segundo orden. Dicho trabajo presenta
el desarrolla para el péndulo de Furuta. Sin embargo, al aplicar sus resultados

para tratar de controlarlo, se presentan inconvenientes ocasionados por la forma
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en que el autor escoge su superficie deslizante, ya que presentaba incapacidad
para estabilizar el péndulo en su posicién invertida provocando que el péndulo
diera varias vueltas alrededor de su pivote producidos por una perturbacion.

Algunas ventajas del control por modos deslizantes es la insensibilidad a las
variaciones de parametros y rechazo de perturbaciones externas [24], es decir,
afiaden robustez al sistema [25]. .Ademas, un controlador por modos deslizantes
de orden superior, sintetiza acciones de control continuas, marcando diferencia en
vibraciones de alta frecuencia generadas por frecuencias de conmutacién finitas
[26]. Este tipo de control, es utilizado en sistemas de potencia, controles para

brazos robdéticos, problemas de disefio aeroespacial, entre otros [25].

Otra caracteristica, es que el controlador puede ser disefiado para sistemas no
lineales, sistemas discretos, MIMO’s (Multi entrada-salida), sistemas estocasticos,
étc. [25]

Se describe un procedimiento y las condiciones que deben tenerse en cuenta para

el disefio de un controlador en modo deslizante.

El procedimiento que se propone a realizar en el disefio del controlador en modo

deslizante, es el siguiente:

v Proponer una superficie deslizante.

v' Derivar la superficie tantas veces sea necesario, es decir hasta que
aparezca la derivada del estado que contenga el termino del control, y
entonces se sustituye esta ecuacion en la superficie.

v' Igualar a cero la superficie derivada.

<\

Reemplazar en la ecuaciéon de estado.

v' Despejar el control que sera el control equivalente, el cual restringe el
desplazamiento del sistema a la superficie deslizante.

v' Se disefia el controlador para atraer el sistema al vector de estados

deseado, lo que se conoce como superficie deslizante y se elige mediante

ensayo y error.
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2.1 DISENO DEL CONTROL POR MODOS DESLIZANTES

Los sistemas por modos deslizantes [20] son un tipo especial de sistemas de
estructura variable, en los que el estado del sistema dinamico se siente atraido por
una superficie en el espacio de estado conocido como superficie de deslizamiento.
Cuando se cumplen ciertas condiciones, el estado "desliza" en esta superficie, que
gueda insensible a las variaciones en los parametros de la planta y las
perturbaciones externas, que constituye la caracteristica clave para su aplicacion

en sistemas de control.

Para una facil comprension de ésta técnica de control, desarrollaremos la técnica

a través de la implementacion de los pasos descritos en las siguientes secciones:

2.1.1 PROCEDIMIENTO DEL DISENO

En la eleccion de la superficie deslizante [18] se elige una funcion o, tal que ¢ = 0
defina una superficie conocida como superficie deslizante en el espacio de

estados.

Existen multiples propuestas para determinar la superficie de deslizamiento, en
general puede ser cualquier funcion del estado x, tal que el error de regulacién o

seguimiento se haga cero.

Una de las propiedades mas interesantes de los sistemas es la posible existencia
de modos deslizantes en las superficies. Si la trayectoria del sistema alcanza las
proximidades de una region (superficie de deslizamiento) en la que existe un modo
deslizante, el movimiento ya no se alejara de la region, excepto posiblemente, en

las fronteras de la regién [20].

Por ejemplo, supongamos que en un sistema de segundo orden existe un modo

deslizante como se muestra a continuacion.
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o=2%, +ky(x, —x4) + kg f(x2 —X4) [2.1]

Entonces, las trayectorias que tocan la region de deslizamiento ¢ permanecen
sobre ¢ excepto si llegan a los extremos de la superficie de deslizamiento, donde,

posiblemente puedan escapar de la region (Figura 1). [27]

Bepacio de estados —» 77

Imagen 3: Trayectorias en el plano da fase de un sistema de modos deslizantes.

Fuente: Control de la Calidad de Potencia en Sistemas de Conversion de Energia

Edlica. Tesis Doctoral, 2000

En la figura anterior podemos observar cuando la dinamica del sistema se
encuentra por encima de la superficie de deslizamiento, y la otra cuando se

encuentra por debajo de la region de deslizamiento.

Si la trayectoria evoluciona sobre la superficie de deslizamiento podemos decir
gue el sistema se encuentra en modo deslizante. Cuando se encuentra en modo
deslizante, un sistema puede tener cualquier comportamiento dinamico como
tender hacia un punto de equilibrio asintéticamente estable dentro de la superficie
de deslizamiento o seguir una trayectoria de amplitud creciente que lo lleve a

abandonar dicha regién. [27]
Derivando la superficie, se tiene:

O.' == 56.'2 + kA)'CZ + kB(xz - xd) [22]

Y la expresion anterior debe ser igualada a 0, obteniendo:

d_ == 5(:'2 + kA).CZ + kB(xz - xd) = O [23]
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Con x; y x4, las variables de estado del sistema y x;, una constante de tipo real,

tal que x, llegue a ser el valor deseado xj.

Elegir a o0 es una tarea de ensayo y error. Por ejemplo, agregando términos
integrales o derivativos en g pueden obtenerse mejoras en la respuesta transitoria

deseada.
Luego, se despeja ¥, de [2.3], para obtener:

¥y = —kyx, — kp(x; — x4) [2.4]

Ahora, retomando las ecuaciones de movimiento [1.46] y [1.47] obtenidas por
medio del método Lagrangiano, se realiza la seleccion de la variable de estado a
controlar. Para el sistema del péndulo invertido simple, la variable de interés es a y

esta dada en [1.47], ya que la posicién del péndulo esta dada por ésta.

B (mplprngkgznmktkm + My LT Barm R ) X1
" Uarmlp +JarmMply” +mypr?Jp) R,
(RmJarmBp + Rnmpr?B,)x;
Uarmp + JarmMply” + Mpr2Jp) Ry
B Myl gk gk Vi
Uarmp + JarmMply” + MpT2Jp) Ry
(—JarmMpglyRm — mp2r2gl,Ry)x;
UarmJp + JarmMply” + mpr2]p) Ry

X2

[2.5]

La siguiente tabla tiene como objetivo asignar a algunas expresiones de la

ecuacion [2.5], una letra facilitando su analisis.
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Uarmlp + JarmMply® + myr?],) R

myl,rng kgznmktkm + my, L, 7Barm R

RimJarmBp + Ryymyr?®B,,

O O W o>

JarmMpglyRm + my?r2gl,Ry,

Tabla 3: Asignacion de términos

La tabla 3, es usada para el analisis de las ecuaciones [2.6], [2.7], [2.12], [2.13] ¥

[2.15] y se analizaran a lo largo del capitulo.

De la expresion [2.5], se despeja la variable de accién de control V,,

L _ Aty = B — Ciy + Dxy 25
mn My LN gk gmke '

En la ecuacién [2.6] se reemplaza la variable X, de la expresion [2.4] para obtener

el control equivalente V,,, .4

A(_kAfCZ - kB(xZ - xd)) - BX1 - CXZ + sz
Vin eq —

- Myl gkgNmk;

[2.7]

Este control restringe el sistema cuando se ha alcanzado la superficie deslizante,
por lo tanto se hace necesario disefiar un controlador para atraer hacia el sistema

el vector de estados. Entonces, se tiene que el nuevo controlador seré:

U=Upneq+ Uy [2.8]

Ahora se define la derivada de la superficie como:

0 = —L *sat(o) [2.9]
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Donde L esta definida como el limite superior de alimentacion del sistema. En este
caso, la planta se alimenta con 25V; y la funcion sat(o) introduce una banda de

limite alrededor de la superficie de conmutacion en el espacio de estados. [19]

Entonces reemplazando la ecuacion [2.9] en la ecuacion [2.2] se tiene:

—L xsat(o) = &, + kyxy + kg(x; — x4) [2.10]

Despejando ¥;:

X, = —L x sat(o) — kyx, — kg(xy — x4) [2.11]

Y reemplazando en la ecuacion [2.6], la expresion [2.8]:

Vineq + Un
_A(=L*sat(o) — kpx, — kg(x, — x4)) — By — Cx + Dx; [2.12]

My LM gk gNmk:

Se reemplaza Vy, .4 de la ecuacion [2.7] en la expresion [2.12] y se despeja Uy:

_ A(_L * Sat(O') - kAjCZ - kB(xZ - xd)) - Bx1 - sz + DXZ

N
et [2.13]
A(=kyx, —kg(xy —x4)) — Bxy — Cxy + Dx;,
Myl Mgk gNmk:
Resolviendo la ecuacién anterior, se tiene para Uy:
Uy = —AL * sat(o) [2.14]

39



INSTITUCION UNIVERSITARIA LOS LIBERTADORES

Finalmente tenemos como control por Modos Deslizantes del sistema, el

reemplazo de la ecuacion [2.14] y [2.7] en [2.8].

U= A(—kyxy — kg(xy —x4)) — Bx; — Cx, + Dx,

Myl gkgNmk;

— AL * sat(o) [2.15]

2.2 DESARROLLO DEL CONTROL POR MODOS DESLIZANTES

Para determinar el control para el sistema del péndulo invertido, se debe tener en

cuenta los valores de las constantes que intervienen del sistema fisico:

Simbolo Descripcién Valor
R, Resistencia del motor 2,60
K, Cte. Torque del motor 7,68 x 1073N.m
Nm Eficiencia del motor 0,69
K, Cte. FEM 768 % 102 V/(%)
K, Relacion total entre los 14
engranajes
up Eficiencia de los 0,90
engranajes
m, Masa del péndulo 0,127Kg
Ly Distancia del pivote al 0,156m
centro de masa
B, Coef.  Amortiguamiento 0,0024N.m.s/rad
del péndulo
r Longitud del brazo 0,216m
Jarm Momento de inercia del 0,0020kg. m?
brazo
Birm Coef.  Amortiguamiento 0,0024N.m.s/rad

del brazo
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J Momento de inercia del 1,20 * 1073kg.m?
péndulo

g Cte. Aceleracion 9,81m/s?
Gravitacional

Tabla 4: Constantes del sistema

De la tabla anterior, son reemplazaos los términos utilizados en el numeral 2.1.1,

para obtener el disefio del controlador.

Para el modelo se tiene en cuenta las ecuaciones de espacio de estados que se
encuentran enunciadas en [1.49] y [1.50]. Se reemplazan los valores de la Tabla 4

en las matrices que describen el sistema obteniendo lo siguiente:

0 0 1 0
0 0 0 1

0 52,8443 —-1,4092 -0,6545
0 —-97,865 1,4055 1,2121

A=

0
B= 7,0328
—6,9945
c=lo100
Y la matriz D esta definida con ceros.
Reemplazando,
X 1 0 X1 0
iz‘ lo 528443 —1,2092 —O,€1>545 * Z + 7,0228 u  [2.16]
Xy 0 —-97,865 1,4055 1,2121 X4 —6,9945
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b =051 0ol [l = Dl = [l [2.17]

Resolviendo la expresion [2.16], se tiene lo siguiente:

X1 X3 0

X . X4 0

X, | = | 52,8443x, — 1,4092x; — 0,6545x, [ T | 70128 | % [2.18]
%) 1-97,865x, + 1,4055x; + 1,2121x,] |—6,9945

Luego se obtienen las ecuaciones,

Xy = X3 [2.19]
Xy = X4 [2.20]
X3 = 52,8443x, — 1,4092x; — 0,6545x, + 7,0128u [2.21]
X, = —97,865x, + 1,4055x; + 1,2121x, — 6,9945u [2.22]

Como la variable de interés es x,, se realiza la siguiente igualacion:

X, = ¥, = —97,865x, + 1,4055%, + 1,2121x, — 6,9945u [2.23]

De la anterior se despeja u,

u = —0,14296%, — 13,9917x, + 0,20094%, + 0,1732%, [2.24]

Luego, se obtiene u.,, con el reemplazo de %, definida en [2.4] en la

expresionanterior.

Uequ = —0,14296(—K, %, — Kp(x; — x4)) — 13,9917x, + 0,20094x,
+ 0,1732x,

[2.25]

Ahora se reemplaza [2.10] en [2.24] para obtener ude la siguiente forma.
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u = —0,14296(—L * sgn(o) — K;x; — Kg(x; — x4)) — 13,9917x,

[2.26]
+ 0,20094x; + 0,1732x,
De la ecuacion [2.8] se despeja uy y se reemplaza [2.25] y [2.26].
uy = —0,14296(—L * sgn(o) — Kzx; — Kg(x; — x4)) — 13,9917x,
+ 0,20094x; + 0,1732x,
[2.27]
+0,14296(—K,%, — Kg(x; — x4)) + 13,9917x,
—0,20094x; — 0,1732x,
Simplificando la expresion anterior se tiene:
uy = —0,14296(—L * sgn(o)) [2.28]

Donde L esta definida como el limite superior de alimentacion del sistema. Para

este caso, la planta se alimenta con 25V.
Y se reemplaza [2.24] y [2.27] en la ecuacién [2.28] obteniendo lo siguiente:

u = —0,14296(—K,)x, — 0,14296(—Kz(x,)) — 13,9917x,
+0,20094x; + 0,1732x, — 0,14296(—25

[2.29]
*sgn (952 + Ku(x; — xq) + Kp f(xz - xd))
Solucionando lo anterior, tenemos el control equivalente para el péndulo:
u = 0,400288x, — 13,41986x, + 0,20094x, + 0,1732x,
[2.30]

+ 0,3574(sgn (x'z + Ky (xy —x4) + Kg J(xz - xd)>

Ahora, el control del brazo se hace para limitar el angulo correspondiente a la
variable de estado x,, para esto se analiza la variable descrita en la ecuacion

[2.21], se realiza el mismo procedimiento para X, .
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u, = 0,14259%, + 0,20094%, + 0,09332x, — 7,535406x, [2.31]

Luego, se obtiene u,4, con el reemplazo de X, definida en la siguiente expresion.

Xy = —Kpx; — Kp(x1 — xq) [2.32]
Upqur = 0,14259(—K,%; — Kp(x1 — x4)) + 0,20094%; + 0,09332x,
— 7,535406x, [2.33]

Ahora se reemplaza i; que se describe en la siguiente ecuacion, en [2.31] para

obtener u, de la siguiente forma.
X1 = —L *xsgn(o) — Kyx; — Kg(xq; — x4) [2.34]

u; = —0,14296(—L x sgn(o) — Kux, — Kg(x; — x4)) — 13,9917x,
+0,20094x; + 0,1732x,

[2.35]

Luego se obtiene se despeja uy; Y se reemplazan los valores de la siguiente

ecuacion.

U= Ugqus T+ Un1

[2.36]

uyy = 0,14296(—L * sgn(o) — Kux; — Kg(x; — x4)) + 0,20094%;
+ 0,09332x, — 7,535406x, [2.37]
—0,14296(—K %, — Kz(x; — x4)) — 0,20094x,
—0,09332x, + 7,535406x,

Simplificando uy,, tenemos:

uy1 = 0,14296(—L * sgn(o)) [2.38]

Se reemplaza u.q,; Y uy; €n la ecuacion [2.36] obteniendo la sefial de control

para el brazo.
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u = 0,14259(—K,x%; — Kz(x; — x4)) + 0,20094%; + 0,09332%,

[2.39]
— 7,535406x, + 0,14296(—L * sgn(0))
Resolviendo,
u = 0,14259(—K,)x; — 0,14259(K5)x; + 0,20094x,; + 0,09332x,
— 7,535406x,
[2.40]
+ 0,14296 (—25 * sgn (x'1 + K,(x; —x4) + Ky f(xl - xd)>
Simplificando, se tiene la sefial de control para el movimiento del brazo.
u=-0,600192x; — 0,57036x; + 0,09332x, — 7,535406x,
[2.41]

—3,56475 (sgn (x'1 + ky(xq — xq) + kg f(xl - xd)>)
CONTROL ATRACTIVO

Como se nombrd en el inicio del Capitulo 2, para obtener las constantes del
control atractivo de la superficie deslizante, se realizaron pruebas variando los
valores de K, y Kz, analizando el comportamiento real del sistema controlado en
cada caso, determinando la que mejor se adapte al sistema. A continuacién se
muestran algunos valores propuestos y las gréficas adquiridas con su respectivo

analisis.
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Figura 1: Comportamiento del sistema con valores K, = 2,8y Kz = 4
Fuente: Autor.

En la figura anterior se observa el comportamiento de la accion de control (grafica
superior) y la posicién angular del péndulo (grafica inferior), donde el sistema no
es “atraido” por el control atractivo y el péndulo no alcanza su posicion de

equilibrio.

En la siguiente figura se observa el comportamiento del sistema cuando se
aumenta el valor de las constantes; el péndulo oscila y la accion de control se

hace cada vez mas grande al intentar equilibrarlo.
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Figura 2: Comportamiento del sistema con valores K, = 5,6 y Kp = 8
Fuente: Autor

En la siguiente grafica se analiza el comportamiento del controlador al aumentar el
valor de las constantes del control atractivo, donde se obtiene que la posicion
angular del péndulo finalmente, es atraida a rangos cercanos del punto de

equilibrio.

Figura 3: Sistema controlado con constantes K, = 11,2 y Kp = 16
Fuente: Autor.
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Entonces seleccionamos las constantes:

Ky,=112 ; Ky =16; x4 =0 [2.42]

2.3  SIMULACION

Llegando a este punto, podemos continuar con la implementacion del algoritmo en

Simulink de Matlab, con la planta simulada.

A continuacién se observa:

N [
Sefial de control

1]

¥1{theta)

1]

x2{alpha)

Contral MD

Planta Modelada

Figura 4: Diagrama de blogues del sistema con la simulacién de la planta.
Fuente: Autor.

En la anterior se observan dos bloques “verde” y “Naranja”, donde se encuentra
las simulaciones de la planta y del control del péndulo respectivamente, a

continuacion se explica en forma detallada la elaboracion de los bloques.

El diagrama en bloques de la planta se obtiene de las ecuaciones [2.23] y [2.31]

respectivamente.
%, = —97,865x, + 1,4055x, + 1,2121x%, — 6,9945u
%, = 52,8443x, — 1,4092%, — 0,6545%, + 7,0128u

En la siguiente figura, se observan dos cuadros de colores, uno de color “azul” en
donde se encuentra las ganancias para la ecuacion de estado X,, y en color “rojo”

las ganancias para la ecuacion de estado de X,.
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: E Nas
L] i
Integrator Integrator

Integrator? Integiator

ooon
E3)

Signal
Generator

e

Ganancias para X1

Figura 5: Diagrama en bloques de la planta
Fuente: Autor.

Posteriormente se encuentra el diagrama de bloques del control por modos
deslizantes, donde se localiza el control para el péndulo “control para X2”, y el

control para el brazo “control para X1”.

(7 durdt 1. ut } 0
*1 — U
Derivative Gain

Mz 20ms(3)

Control para X2

i |
(=
&

L p¥1.  xi{Deg)
x1 {Deg)

L o] cus/cit ]2 uz

Derivative Control para X1

Figura 6: Diagrama de bloques control Modos Deslizantes
Fuente: Autor

49



INSTITUCION UNIVERSITARIA LOS LIBERTADORES

A continuacion se muestra detalladamente el disefio para el control del péndulo,
en donde se debe tener en cuenta la ecuacion descrita en [2.30], donde u es el
control equivalente para el sistema. El blogue “Gain” de la Figura 6, se le asigna el
valor de —1 ya que este disefio se plante6 para que el sistema inicie desde la

posicion el punto de equilibrio.

Posteriormente se muestra la implementacion de la ecuacion [2.30] en Simulink.

0.20024
1

12.41988

¥

_’@ g

Derivative =
{2

Funcion Signo X2

J{0.572488

{>
x2.
H2 %2 Deg IZ‘

theta: rad to deg

xd

Figura 7: Diagrama de “control para X2”
Fuente: Autor.

Donde el recuadro “Funcién Signo X2” se ve detalladamente en el siguiente

diagrama, tomado de la expresion [2.30].

Integrator  Gaing

Ceonstanti

Figura 8: Diagrama para “Funcién Signo X2”.
Fuente: Autor.
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Para el disefio de “Control para X1” de la Figura 6, se tiene en cuenta el control

equivalente u del brazo obtenido en la ecuacion [2.40]:

Como se muestra en la siguiente figura.

»| R2D w1 )

I—I x1 (Deg)
theta: rad to degi =a!
®_ -0 57028 —
X1
Integrator1

Gain2

IntegratorZ]

funcien signa X1

Figura 9: Diagrama para “Control para X1”
Fuente: Autor.

El bloque “Funcion Signo X1” se describe en la Figura 9, tomado de la expresion
[2.40].

Integrator?  Gaini

Figura 10: Diagrama para “Funcién Signo X1”

Fuente: Autor

Las siguientes graficas demuestran la simulacion del comportamiento para el
sistema péndulo invertido, tomando una sefal aleatoria como entrada al sistema,

donde se varian parametros de frecuencia y amplitud.
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A continuacion, se muestra en la siguiente tabla, la comparacion de los datos

tomados de las gréficas.

Amplitud Frecuencia Desplazamiento Desplazamiento

(Grados) (Hz) (0) ()

1 3,8° 0,11°

1 100 1,03° 0,05°

1000 1,7° 0,06°

10 17° 0,6°
50 1000 80° 3°
100 170° 6°

Tabla 5: Comportamiento del sistema frente a perturbaciones

B Xiftheta)

2@ LRL AERE BAEF

Figura 11: Sefial aleatoria de amplitud 1 y frecuencia 1 Hz

Fuente: Autor.
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B xi(theta)
SBE LPHL ABRE BAS "

Figura 12: Sefial aleatoria de amplitud 1 y frecuencia 100Hz

Fuente: Autor.

Blscildcconts o ———  —————— . ——— | B
IEEIEE - EEIEEE

X1(theta)

SE|LBL HABE BAEF

Figura 13: Sefal aleatoria con amplitud 1, frecuencia 1 kHz

Fuente: Autor.
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B sefial de control

EENEEA eI "

B Xilthets)
EB LEL ARBRRE PA R =

Figura 14: Sefal aleatoria de amplitud 10 y frecuencia 1 kHz

Fuente: Autor.

[
leEPer hEE B2AF ,

Figura 15: Sefial aleatoria de amplitud 50 y frecuencia =1 kHz
Fuente: Autor.
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Sefial de control
B[P, ARE B A &

Bl Xiithets)
SE|LEL ABE ELEF

SB(LLPLABE BAE

Figura 16: Sefial aleatoria amplitud 100 y frecuencia=1 kHz

Fuente: Autor.

2.4 IMPLEMENTACION DEL CONTROL.

Después se realiza la implementacion real con la planta, obteniendo el diagrama
de bloques de la figura

i

Senal de control

i

¥1{theta)

0

xZ({alpha)

Control MD

Interface con Planta

Figura 17: Diagrama de bloques con planta real
Fuente: Autor.
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En la anterior figura, se muestra el diagrama general del control del sistema con
planta real, donde el bloque Interface con Planta se representa en la Figura 18 y el

bloque “Control Modos Deslizantes” se encuentra descrito en Figura 6.

QualRC

cealrels development made exsy

HIL Initialize

e HL g HIL-1 (q4-0)
Wirite ER“:
u Analog neossr 1 X1

imebass Encoder Calibration

HIL Wifrite Analog HIL Read Encoder (rad/count)
(HIL-1) Timebase1

(HIL-1)

Encoder Calibration
(rad/count)t

Figura 18: Esquema interno de la Interface con Planta
Fuente: Autor.

En la figura anterior se observa detalladamente el diagrama interno del bloque
Interface con Planta de la Figura 17, donde se tienen dos Blogues: uno para
escritura, y otro para lectura. De este Ultimo, se despliegan dos sefales
denominados Encoders, que se encargan de sensar los &ngulos de
posicionamiento del brazo y del péndulo, 6 y a respectivamente. Las ganancias

“K_ENC” son las constantes para la calibracién de estos encoders.

En la Figura 19 se muestra el diagrama de bloques del controlador por modos

deslizantes con la interface de la planta fisica.
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x1 x1
=x

Interface Con la Planta

X1

Control por Modos deslizantes

Figura 19: Esquema completo de la planta real controlada
Fuente: Autor.
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CAPITULO 3: CONTROL LQR (Linear Quadratic Regulator)

La empresa Quanser utiliza este método de control para estabilizar el sistema del
péndulo invertido y se encuentra implementado en Matlab. En las siguientes
secciones se definira el método, simulacién y resultados obtenidos.

3.1 TEORIA BASICA

El controlador “Linear Quadratic Regulator” 6 Control Optimo Lineal Cuadratico se
utiliza para obtener una solucién al sistema garantizando su estabilidad por medio
de una adecuada realimentacion de estado x(t), minimizando la funcion de energia

J (o conocida también como funcion de coste)

La energia se encuentra descrita por la siguiente ecuacion:

J= j mx(t)TQ x(t) + u(®)"R u(t)dt [3.1]
0

Donde las matrices Q (nxn) y R (mxm) son seleccionadas segun el disefio
deseado, teniendo en cuenta lo siguiente: Generalmente, si se selecciona Q con
valores altos significa que mantendra J con valores pequefios, y el estado x(t)
debe ser menor. Por otro lado, si seleccionamos valores grandes para R significa

que la entrada de control u(t) debe ser menor para mantener a J pequefio. [19]

Se debe seleccionar Q semidefinida positiva y R ser definido positivo. Esto
significa que la cantidad escalar xTQx es siempre positivo o cero definido para
cada t para todas las funciones x(t), y la cantidad escalar u"Ru es siempre

positiva para cada t definidos en u(t). Esto garantiza que J esta bien definida. [19]
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3.1.1 RETROALMIENTACION DE ESTADO

La ecuacion esta definida por:

u=K(xg—x) [3.2]

Dondeu se conoce como el control por realimentacion de variables de estado, K
es una matriz denominada como ganancia de realimentacion, x siguen siendo los

estados del sistema y x,; representa el vector de estado deseado.

Para el caso del péndulo invertido simple, se indicé que el control de estado de

retroalimentacion es el que ingresa al motor y se definié:

L, (t) = K(x4(t) — x(£)) [3.3]

La ganancia K minimiza la expresion J dada en la ecuacién [3.1]. Para esto, se

eligié el tamafio de las matrices de la siguiente manera

g1 0 0 0
Q = 0 g0 0
0 0 a3 0
0 00 44
Matriz Q
R =15 [3.4]

Generalmente, si R se elige constante y la diagonal de la matriz Q es
incrementada, entonces LQR trabajara duro para minimizar ]y las ganancias
generadas seran valores grandes. En su lugar, la matriz R puede ser variada.
Para generar una ganancia de control grande, decrece el valor de R mientras

permanece @ constante.
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3.2 DIAGRAMA DE BLOQUES

A continuacion se muestra el diagrama final utilizado en QuaRC por Quanser:

SRVO2 Inverted Pendulum: Fa o - .
Energy-Based Swing-Up and Balance Control . 2 ;__', ]

controls development made easy

Off o
H f (rad)

Swingr Up Swing-Up: &

ON/OFF  Up %0 Enable e

Setpaint
on —.—‘l\‘_ L

Acceleration Factor for Swing-Up g onfotf
r e

[ Ly
SRWDZ-E+SIP-QuaRc High-@ain Observar

Constant mu (g} %
’. Swing-Up Contral

Yy
»

Scopes

Figura 20: Diagrama de bloques disefiado por Quanser
Fuente: Quanser. Instructor Manual SIP Guide

El bloque denominado “Setpoint”, es el valor de entrada al sistema y puede ser
ajustado por el usuario cuando el controlador de equilibrio este en curso. En este
caso, se ha seleccionado una onda seno con una frecuencia de 0,2Hz. La

amplitud de la sefial de referencia puede ser ingresada en unidades de Grados en

el bloque de ganancia “Amplitud (deg)”.

Setpoint
nooo
- b2
Signal o A *d
GE;iT:tD, Amplitude ;g::i:i; Convert to
(deg) Wector State

Figura 21: Subsistema interno del bloque “Setpoint”
Fuente: Quanser. Instructor Manual SIP Guide
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El bloque “Swing-Up: Up toEnable” permite seleccionar entre dos estados de
inicio: ON, activa la condicién de balanceo o swing-up (modo automatico); OFF,

desactiva la accién anterior.

DH—P—Q\:

off ——j=—0o
Swing-Up Swing-Up:
OM/OFF Uptl:l Enable

Figura 22: Bloque de seleccion para inicio del controlador
Fuente: Quanser. Instructor Manual SIP Guide

El bloque “Swing-Up Control” consta de tres subsistemas: Uno es el “Balance
Control” que estd conformado por el controlador obtenido usando LQR que
equilibra el péndulo invertido; el siguiente subsistema es “SRV02 Swing-Up
Control” que involucra el controlador para balancear el péndulo hacia arriba; y el
ultimo es el bloque “Mode-SwitchingStrategy” que implementa la estrategia de

conmutacion entre los dos controladores.

[ 8 1} e enable
X,
Mode-Switching Strate gy
' ZE
Eh i 2 )
1 pela_f (rady Eh
a_firadl
@ | mu i tau (H.m)
mu (gih) -
SRWOZ Swing-Up Contral
= "
awing anfoff 0 >,
Ho Swing-Up ~ Swing-Up N
OMIOFF Ll
2 3 o] »— 1)
tau(M.m
+d tau (N.m) > (H.m)
Ll Swing-Up f Balance
Switch

Balance Control

Figura 23: Configuracion interna del bloque “SRV02-E+SIP-Quarc”
Fuente: Quanser. Instructor Manual SIP Guide
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El bloque “SRVO02-E+SIP-Quarc”’ es la interface entre la tarjeta y el péndulo

invertido.

b

i
Selecttheta

Drf" L]

Select alpha

b4

F14.16s *e

314168

HFF: theta_dot (rad/=)

53.407s

k.
¥

=+63.407

HFF: alpha_dot (radés)

Figura 24: Configuracién interna del bloque “High- GainObserver”
Fuente: Quanser. Instructor Manual SIP Guide

El bloque “High- GainObserver” contiene dos filtros pasa altas de segundo orden
que calculan las velocidades angulares del servo y el péndulo, y proporciona el
estado estimado X, . Observando que, aunque las velocidades pueden ser
calculadas por el bloque de Simulink “State-Space”, el filtrado es utilizado para
asemejarse a la planta lo mas real posible (Los filtros pasa altas son usados en el

controlador implementado).
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CAPITULO 4: DESCRIPCION DEL SISTEMA FiSICO

En los laboratorios de Ingenierias en la Institucion Universitaria Los Libertadores
se cuenta con la planta del péndulo invertido. Quanser es la empresa encargada
de manufactura y disefio de sistemas para control en tiempo real, los cuales tienen
aplicaciones industriales, académicos e investigacion. Este equipo esta ligado a un
software denominado QuaRC que se usa como simulacion en tiempo real del
sistema con ayuda de una interface (tarjeta de adquisiciéon Multi Q4). Ademas se

encuentra una unidad de potencia y el péndulo con los sensores incorporados.

4.1 TARJETA DE ADQUISICION MULTI Q4

La tarjeta de adquisicion Multi Q4 es una tarjeta de control y de gran alcance para
medir diferentes variables del sistema. Esta conformado por varios puertos de
entradas y salidas, ademas de una gran variedad de dispositivos con sensores

analdgicos y digitales.

Las caracteristicas de la tarjeta Multi Q4 son:

Alta resolucion — 14 bits de entrada

Alta velocidad de muestreo de hasta 350kHz
Muestreo simultaneo de A/D, entrada del enconder.

Amplios puertos 1/0: 4 de cada uno (A/D, D/A, encoders) y 16 I/O digitales en la

misma tarjeta
Integracién con Matlab / Simulink / RTW a través de WinConQuanser

Integra salidas de PWM
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Imagen 4: Tarjeta de adquisicion de datos Multi Q4
Fuente: Autor.

4.2 UNIDAD DE POTENCIA

Esta diseflada para manejar los sistemas de alta potencia; el amplificador consiste
en una salida de corriente controlada por un ancho de pulso modulado
analégicamente, una fuente de alimentacion independiente DC para accionar los

sensores, una interfaz de entrada analdgica y circuito de seguridad incorporado.
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Imagen 5: Modulo Universal de Potencia (UPM)
Fuente: Autor.

4.3 PENDULO INVERTIDO Y PLATAFORMA ROTACIONAL

El sistema denominado péndulo estd conformado por un brazo plano, con un
pivote externo y un eje de metal en el otro extremo. El pivote externo se puede
montar en la plataforma rotacional donde se encuentran los engranajes por medio
de tornillos. Esta plataforma rotacional se encuentra equipada con sensores

(tacometro, encoder, potencidémetro) y el pivote tiene un encoder adicional.

Imagen 6: Planta péndulo invertido
Fuente: Autor.
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El péndulo esta obligado a moverse de la posicion vertical de aproximadamente
183 grados. Esta planta posee un codificador para obtener una medida digital de

la posicion el péndulo y es libre de girar 360 grados.

4.4 SOFTWARE QuaRC

QUARC es una poderosa herramienta flexible, que integra el area de mecatronica,
proporcionando ahorro de tiempo y de soluciones simples a los sistemas
mecatronicos. Ya sea que tenga plataformas de investigacion a medida o utilice un
equipo manufacturado, QUARC es el Unico software que hace que sea facil de
interactuar con todos ellos. QUARC ofrece un conjunto de bloques de dispositivos
de terceros que ayudan a los investigadores interactuar y controlar robots KUKA,
camaras de la PGR y SensAble dispositivos Phantom ®, por nhombrar algunos sin
problemas. Estos bloques no solo permiten un modelo Simulink ® para
comunicarse con dispositivos externos, sino también poner en practica el marco
matematico para el control de ellos. Todo esto es posible sin la necesidad de
aprender nuevas herramientas o la codificacion manual ya que el disefio del
controlador y la integracion se lleva a cabo en un ambiente de la mayoria de los
investigadores estan familiarizados, como Windows ®, MATLAB ®, Simulink ®.
[28].
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CAPITULO 5: RESULTADOS EXPERIMENTALES Y ANALISIS DE
RESULTADOS

A continuacion se realizan pruebas de estabilidad para los dos sistemas
controlados, empujando el péndulo con una fuerza similar y analizando su
comportamiento por medio de las graficas tomadas de sistema del péndulo

invertido controlado por LQR y por modos deslizantes.

Figura 25: Control LQR sin perturbacion
Fuente: Autor.

En la figura anterior se observa el comportamiento del sistema controlado por LQR
sin perturbacion, donde se puede apreciar en la parte superior la sefial de control
dada en valores de tension, y en la parte inferior la sefial del &ngulo del péndulo

en grados.

En la siguiente figura se ilustra el comportamiento del sistema controlado por

Modos Deslizantes sin perturbacion.
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Figura 26: Control por Modos Deslizantes sin perturbacion
Fuente: Autor.

Se observa la accion de control dada en tension en la parte superior de la figura, y
en la parte inferior la posicion angular del péndulo en grados.

Analizando la Figura 16 y Figura 17 mostradas anteriormente, se observa que la
posicion angular del control LQR es mas oscilatoria al intentar mantenerlo en su
posicion invertida, mientras que con el controlador por Modos Deslizantes se
observa menor oscilacién. Ademas, los rangos de oscilacion para el péndulo van
desde 1,28 a -1 aproximadamente para el control LQR, y para modos deslizantes
el rango va desde 0,9 a -0,7 aproximadamente.

Figura 27: Accion de control por Modos Deslizantes
Fuente: Autor.

68



INSTITUCION UNIVERSITARIA LOS LIBERTADORES
________________________________________________________________________________________________________|

Observando detalladamente la accién de control obtenida por el método de control

por Modos Deslizantes, se observa el “switcheo” caracteristico del control atractivo

que se encuentra descrito en la ecuacion [2.15]

) alpha {deg)1

EEIEEEN

Figura 28: Controlador LQR con una perturbacion en sentido horario.

Fuente: Autor.

En la figura anterior se observa el comportamiento de la sefial de control y el
angulo del péndulo controlado por LQR con una perturbacion mecéanica en sentido

horario.

En la siguiente figura tenemos el comportamiento del sistema controlado por
Modos Deslizantes, con una perturbacion similar aplicada al LQR mostrada en la

Figura 28.

69



INSTITUCION UNIVERSITARIA LOS LIBERTADORES

| @ Descarges | - marLag 7.7.0 (20080} | W Modos_cestyar = (B watatphayt W] Documentot - Maeset...| |/« IO B 115am

Figura 29: Controlador por modos deslizantes con una perturbacion en sentido horario
Fuente: Autor.

Analizando la figura 19 y la figura 20 se observa que en el controlador LQR, la
accion de control va en el mismo sentido a la perturbacién, mientras que en el
control por modos deslizantes la accién de control va en sentido contrario a dicha

perturbacion.

Otra diferencia entre los controladores, es que al intentar mantener el péndulo en
posicion de equilibrio después de sufrir alguna perturbacion, el controlador por
modos deslizantes atrae el péndulo de manera suave. Mientras que en el
controlador LQR, se observa un pico negativo en la posicion del péndulo al

intentar equilibrarlo con una perturbacion en sentido horario.

Ahora se analizara el sistema con perturbaciones con sentido anti horario en las

siguientes figuras:
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Figura 30: Control LQR con una perturbacion en sentido anti horario
Fuente: Autor.

En la figura anterior, se observa la reaccion del control LQR para una perturbacion
hacia la izquierda, donde el angulo del péndulo responde a la perturbaciéon con un
cambio de negativo a positivo abruptamente y luego tiende a equilibrarlo con una

oscilacion constante.

En el caso del controlador por modos deslizantes que se muestra en la siguiente
figura, se observa un cambio suave hacia la posicion de equilibrio, manteniendo

de igual forma una oscilacion constante.
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Figura 31: Control por modos deslizantes con una perturbacién en sentido anti horario
Fuente: Autor.

A diferencia de la Figura 21 del control LQR, el angulo para la perturbacion
generada para el sistema controlado por modos deslizantes es de 6 grados

aproximadamente; en LQR el &ngulo alcanzado supera los 20 grados.
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CONCLUSIONES

Seleccionar una superficie deslizante para el controlador, puede tomarse como
una tarea de ensayo y error, ya que para determinar las constantes del control
atractivo de dicha superficie, es necesario realizar multiples pruebas hasta obtener

el resultado esperado en su respuesta transitoria.

El sistema controlado por modos deslizantes presenta menos oscilacion que el

control LQR mejorando su estabilidad en el punto de equilibrio.

Cuando se aplica una perturbacion mecanica similar a ambos controladores, el
control LQR demora menos tiempo en volver a su posicion vertical y el angulo del
péndulo presenta un mayor desplazamiento, mientras que para el control por
modos deslizantes el angulo de desplazamiento del péndulo es menor,
beneficiando la estabilidad del sistema, haciendo que el sistema controlado sea
robusto ante perturbaciones de este tipo. Esto implica que el control por modos
deslizantes permite un mejor seguimiento de la sefial de referencia ante cambios o

perturbaciones.
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