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Resumen
En la actualidad, diversos estudios cientificos muestran que las herramientas tecnoldgicas
facilitan la comprensidn de conceptos matematicos, ya que las tecnologias de accion matematica
contribuyen a la exploracion, argumentacion, formulacion de conjeturas y en general a las
formas matematicas de pensar. Por ello, el uso de la tecnologia en el entorno de la educacion
matematica se ha convertido en un tema de investigacion cada vez mas recurrente. En
congruencia, se desarrollé este estudio que tuvo como objetivo principal, documentar los efectos
de vincular el aprendizaje movil o m-learning mediante la interaccion con teléfonos inteligentes,
tabletas o iPads a la metodologia de clase a través del uso de la App “Calculadora Grafica” de
GeoGebra como herramienta de mediacion para el aprendizaje del polinomio de Taylor su
margen de error y acotacion en estudiantes de Ingenieria de la Fundacién Universitaria Los
Libertadores. Para tal fin, se disefié un experimento 4G de Solomon que permitié comparar
cuantitativamente el rendimiento académico de dos grupos experimentales a quienes se les
ensefio el polinomio de Taylor con m-learning utilizando la App de GeoGebra desde dispositivos
moviles, frente a dos grupos de control que solo utilizaron la calculadora Casio Fx-350ms, lapiz
y papel, obteniendo resultados estadisticos favorables a los grupos experimentales. También se
muestran los resultados de la experiencia en la actitud de los estudiantes hacia el aprendizaje del
polinomio de Taylor mediante el anlisis de una encuesta de tipo Likert
Palabras clave: Aprendizaje de las matematicas, aprendizaje mévil o m-learning, dispositivos

moviles, GeoGebra, polinomio de Taylor.
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Capitulo 1

Probleméatica

1.1 Descripcion del problema

Algunos factores que influyen en las actitudes de los estudiantes hacia las Matematicas
son los materiales didacticos utilizados por los profesores, gestion del aula, conocimiento del
contenido, la personalidad del docente, la manera como se relacionan los temas con situaciones
de lavida (Yilmaz, C., Altun y Olkun, 2010), y los métodos de ensefianza (Papanastasiou,
2002). Estos, los métodos de ensefianza, estan mediados en la actualidad por la existenciay el
uso de tecnologias interactivas (Moreno, S.F.) (Mcleod, 1994)(Irina, Roman y Olga, 2018)
(Nelson, Voithofer y Cheng, 2019) elementos que han impactado los dominios de la
matematicas, entre ellos, la aritmética, algebra, geometria, estadistica y calculo no solo a nivel
metodoldgico sino, en mayor medida, epistemoldgico, de una manera profunda poco esperada
(Balachef & Kaput, 1996) (Tobin, 1995). Como sefiala un estudio: “Este impacto se basa en una
reificacion de los objetos y relaciones matematicas que los estudiantes pueden usar para actuar
de forma mas directa que nunca sobre estos objetos y relaciones” (Balachef & Kaput, 1996, pag.
1)(traduccidn del autor). Asi, la realidad tecnolégica de la actualidad permea el ejercicio de la
ensefianza y sus dispositivos se convierten en nuevos socios del “contrato didactico” (Balachef &
Kaput, 1996) (Andra, 2016) (Dagdilelis, 2018).

En este sentido, resulta pertinente resaltar como un aspecto importante a tener en cuenta,
frente al papel y rol del profesor de matematicas, el hecho de que el aprendizaje de las
matematicas no debe enfocarse inicamente en aspectos puramente teoricos (Swain y Pearson,

2002) (Ahmad, 2010), sino también en una variedad de enfoques de aprendizaje que implican el



uso de materiales didacticos que ayudan a estimular el interés de los estudiantes por las
matematicas (Arbain y Shukor, 2015), entre ellos, el uso y aplicacion de las nuevas tecnologias
en la ensefianza-aprendizaje de las matemaéticas (Dunham & Dick, 1994) (Poveda & Murillo,
2004), o como llaman Olivero & Chirinos (2007): el uso de estrategias interactivas basadas en
las nuevas tecnologias de la informacién que, entre otras, aumentan y redimensionan el universo
de sus métodos (Bickman & Rog, 2008). Este marco posibilita el entendimiento de la
vinculacion de la tecnologia a la labor docente —y su papel protagénico— (Schmidt & Callahan,
1992), ya que juega un papel importante en el desarrollo del proceso educativo (Gursul & Keser,
2009), en medio de una estela de posibilidades y miedos frente al uso oportuno en espacios
académicos (Sad & Goktas, 2014), mas cuando en muchos casos los docentes no suelen estar
preparados y ejercitados suficientemente (Broman, 1996) y su formacidn al respecto se convierte
en un requisito para la innovacion pedagdgica (Cabero, Duarte & Barroso, 1999) (Kafyulilo,
Fisser,Pieters & Voogt,2015) (Clark-Wilson, Hoyles, Noss, Vahey & Roschelle, 2015)(Tassell,
Maxwell, Stobaugh & Mittelberg, 2019). Asi, dicha relacion entre tecnologia y ensefianza se
convierte en un reto para el docente, no solo por el hecho que las tecnologias digitales han
transformado y estan transformando las relaciones humanas y los poderes cognitivos humanos
(Friedman, 2007) sino también por el hecho de que ésta pareciera servir de mediadora en la
mejora del proceso de ensefianza y aprendizaje (Mesa & Gémez, 1966) (Inayat & Hamid, 2016)
(Abu-Elwan, 2019), tal como académicos y profesionales han podido evidenciar en algunos
estudios de caso (Voogt, 2008) en los que se identifica un “potencial de estas tecnologias para
actuar como mediadoras en la actividad profesional” (Castillo, 2008, pag. 191). No obstante la

existencia de estos estudios, que evidencian una actitud positiva de los docentes frente al uso de



tecnologias como GeoGebra (Zakaria & Lee, 2012), existe una realidad paradodjica que muestra
como lo afirma Hohenwarter y Hohenwarter, & Lavicza (2009) que aunque

El acceso a la tecnologia se esta extendiendo cada vez més tanto en las escuelas como en

el hogar y la calidad de los paquetes de software matematico esta mejorando rdpidamente

(...) la tecnologia aun estd marginalmente integrada en la educacion en todos los niveles

pag. 144 (Traduccion hecha por el autor).

En este sentido, los graduados de ingenieria deben tener la capacidad de gestion del
conocimiento a través del uso de tecnologias de la informacion, que plantea nuevos desafios para
las universidades al momento de formar a los estudiantes de manera eficiente e inteligente para
su supervivencia (Bhuyan & Khan, 2016), mas si se tiene en cuenta que la tecnologia es hoy “un
agente catalizador del proceso de cambio en la educacién” (Gomez P. , 2009, pag. 1) y que
dichos estudiantes son, cronolégicamente, nativos digitales (Prensky, 2010). Desde esta
perspectiva, resulta inconcebible y poco Util plantear la accién formativa sin tener en cuenta un
necesario proceso de alfabetizacion tecnoldgica que involucre tanto a docentes como a
estudiantes (Schumann, 2000), elemento que constituye un tema critico en la formacién docente
de hoy (Powers & Blubaugt, 2005), marcado por la interaccion estructural entre tecnologias y
educacion que, concretamente, ha cambiado la practica educativa con relacion a la ensefianza de
las matematicas (Kaput, 1992) y, con ella, la de la funcion docente, su influencia (Valero &
Gobmez, 1996), sus roles (Tejada, 1999) y mediacion (Zolkower & Shreyar, 2007).

Varios estudios de casos en todo el mundo han demostrado que las Tecnologias de la
Informacion y las Comunicaciones (T1C) pueden permitir practicas innovadoras en el
aprendizaje de las ciencias (Kozma, 2003) (Gil, De los Rios, & Gil, 2009) y, por medio de

procesos de planificacion docente (Vergel, Duarte & Martinez, 2015), evidenciar el nivel real de



impacto de las tecnologias como mediadores del proceso de aprendizaje (Moreira, 2003). Uno de
ellos, llevado a cabo en Esparia, muestra que los estudiantes manifestaron que el uso de
aplicaciones ha permitido visualizar maés facilmente los conceptos que se presentan en clase
(Bayon, Grau, Otero, Ruiz, & Suérez, 2011). Asi, otra experiencia realizada en Colombia por
Ospina (2015), muestra evidencia de resultados positivos para la incorporacion de tecnologia en
el proceso de ensefianza de los métodos numéricos para encontrar raices de funciones
polinomiales en la formacion de estudiantes de Ingenieria de Sistemas en la Corporacion
Universitaria de la Costa —CUC con el uso de TIC, donde los estudiantes percibieron que esta
herramienta seria de gran ayuda en su proceso de aprendizaje y en el fortalecimiento de lo que
aprendieron. De igual manera, existen estudios de caso acerca del uso de Cabri Geometré Il plus
como herramienta did4ctica en educacion basica y superior (Alfaro, 1999) (Borbon, 2001)
(StraRer, 2001) o el uso de Dynamic Geometric Software (DGS) para estudios de geometria
(StraRer, 2002) utilizados para visualizar, experimentar y descubrir nuevas relaciones
geomeétricas en el proceso de ensefianza (Laborde, 1996) por medio de una aplicacién “de facil
manipulacion, amigable y de rapido aprendizaje, que permite a los estudiantes visualizar,
descubrir, conjeturar y/o comprobar propiedades que se deseen trabajar” (Diaz, Sdnchez, &
Mayorga, 2014, pag. 52).

En esta linea, se encuentran también investigaciones y reflexiones que analizan el efecto
e impacto que tiene el uso de calculadoras graficas como recurso didactico (Hembree & Dessart,
1986) (Harvey, 1990) (Boers & Jones, 1994) (Kemp, Kissane, & Bradley, 1995) (Taylor, 1995)
(Jones & Mc Crae, 1996) (Del Puerto & Minnaard, 1997) (Guin & Trouche, 1999). Muchas de
ellas se han ubicado en el intento de analizar la influencia de dicho recurso en las actitudes de

estudiantes de Pre-calculo (McLeod, 1992) (Penglase & Arnold, 1996), que evidencian una



valoracion favorable de los mismos estudiantes en cuanto a que perciben que el uso de
herramientas tecnoldgicas permite una mayor interaccion con el mundo material (Quesada &
Maxwell, 1994) y un aporte incalculable para la solucion de problemas desde la perspectiva
grafica (Gomez, 1995), hecho que plantea un debate estructural acerca de la ensefianza y el uso
de dispositivos tecnolégicos como elementos que transforman la interaccion social de
aprendizaje y configuran no solo un nuevo discurso matematico sino, a partir de alli, un
“proceso de cambio en sus visiones acerca de las matematicas, de su ensefianza, de su
aprendizaje y de la utilizacion de recursos en el salon de clase” (Gomez, Mesa, Carulla, Gomez ,
& Valero, 1996, pag. 10), e incluso del curriculo y su disefio (Carulla & Gomez, 1996) (Gémez
P., 1998) (Chai, 2019) (Wu, Marsono , & Khasanah, 2019), tal y como muestran distintas
experiencias de caso en donde se han desarrollado reformas curriculares en cierta medida tocadas
por el influjo del debate tecnolégico en la educacion (Ruthven, 1996) (Umay, Akkus, &
Duatepe, 2006) (Babadogan & Olkun, 2006) (Kog, Isiksal, & Bulut, 2007) (Arik, 2007) (Parra &
Diaz, 2014). Asi, esta serie de experiencias y aplicaciones han construido una linea
argumentativa que se sintetiza en la idea de que “aunque la tecnologia no es la solucién a los
problemas de la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, hay indicios de que ella se
convertira paulatinamente en un agente catalizador del proceso de cambio en la educacion
matematica” (Gémez P. , 2009, pag. 1).

En este marco que implica la relacion entre tecnologias y aprendizaje de las matematicas
(Van Voorst, 1999) se encuentra y surge la herramienta GeoGebra, un software que integra las
posibilidades de la geometria dinamica y el algebra computacional (Preiner, 2008) en una
herramienta para la educacion matematica disefiada especialmente para el aprendizaje del

algebra y la geometria (Hohenwarter & Fuchs, 2004). Dicha herramienta sirve para niveles o



grados de ensefianza diferentes (Abramovich, 2013) y ofrece nuevas oportunidades desde los
entornos tecnoldgicos con “base en la visualizacion y exploracion de objetos y conceptos
matematicos en entornos multimedia” (Barahona, Barrera, & Vaca, 2015), algo que algunos
autores han descrito como un software para “perder el miedo” a las matematicas (Jiménez &
Jiménez , 2017) tal y como lo muestra, por ejemplo, el estudio de Ruiz, Avila, & Villa (S.F) en el
cual “se evidencia que el uso de la herramienta GeoGebra incide positivamente en el rendimiento
académico de los estudiantes” (pag. 131) o el estudio realizado por Saucedo, Godoy, Fraire &
Herrera (2014) que plantea que el uso de Geogebra ““ logra una ensefianza cualitativa diferente,
pues los conceptos se visualizan, no se memorizan” (pag. 137).

En esta via, existen publicaciones que demuestran que el uso de las herramientas de este
software permite a los estudiantes explorar una gama mas amplia de tipos de funciones (Moreno,
2002) (Sahim, 2006) (Ruiz, 2011) y les proporciona conexiones entre representaciones
simbolicas y visuales (Dikovi¢, 2009) (Diachkovskii, et al, 2017), inclusive mayores si se
combinan con otras herramientas como los foros de discusion en linea (Green & Johnson, 2007)
0 el uso de pizarras digitales (Pastor, 2008) que promueven y transforman el discurso
matematico. Un software como GeoGebra, plantean Zakaria & Lee (2012), facilita a estudiantes
y maestros la ensefianza y aprendizaje de las matematicas y se concibe como potenciador de los
estudiantes del mundo digital pues “posee cualidades y ventajas como la integracion de saberes,
la portabilidad, la integracién de comunidades reconocidas mundialmente y el reconocimiento
que tiene por la continua actualizacion de las versiones que lo contienen” (Rodriguez, 2017).
Segun Little (2009), la importancia de GeoGebra radica en la posibilidad que ofrece el software
para representar la diferenciacion como un proceso geometrico y algebraico a la vez, desde un

software caracterizado por ser de facil uso, algo vital de la herramienta que ha mostrado “que el



uso de recursos tecnoldgicos en el aula de clase permiten la creacidén de ambientes de aprendizaje
en el que los estudiantes pueden producir conocimiento matematico de una forma alternativa”
(Ruiz, Avila, & Villa, S.F), e incluso, permiten el desarrollo del pensamiento variacional (Villa
& Ruiz, 2010), habilidades cognitivas de probabilidad (Inzunsa, 2014) y estudios de funciones
de variables reales (Gay, Tito & San Miguel, 2014). Asi, GeoGebra aparece en el radar
educativo, como un recurso que si bien no soluciona por si solo todos los problemas y
dificultades del aprendizaje (Antone, 2009), si plantea un salto cualitativo y tecnolégico que
pone a disposicion recursos al proceso educativo, transformando los limites y formas de
aprendizaje tradicional (Arranz, Losada, Mora, Recio & Sada, 2009), e incorporando el
dinamismo (Carrillo, 2012) y el impulso a la imaginacién via rutas interactivas (Carranza, 2011)
volviendo a GeoGebra un planteamiento didactico “de abajo hacia arriba” (Costa, 2011) y un
“puente” para aprender matematicas (Cotic, 2014).

A propésito, el 4 de septiembre de 2017 se hizo publico el anuncio del lanzamiento de
dos nuevas aplicaciones de GeoGebra, esta vez, para dispositivos méviles: Calculadora gréfica y
Geometria (“GeoGebra,” n.d.) abriendo la posibilidad de tener los beneficios de este software en
un dispositivo movil y trayendo consigo aspectos positivos inherentes a la naturaleza de estos
dispositivos: el hecho de aprender en cualquier momento y lugar es una realidad, el aprendizaje
es posible en todos los contextos y dispositivos, la tecnologia moévil puede ofrecer nuevas
oportunidades para el aprendizaje que se extiende mas alla del aula tradicional (Peng, Su, Chou
& Tsai, 2009) (Paredes & Conole, 2018), y la retroalimentacion se hace mas afectiva que la
tradicional, inclusive para personas en condicion de discapacidad (Georgiev, Georgieva, &

Smrikarov, 2004).



En los paises desarrollados, el aprendizaje mediado por dispositivos mdviles o m-learning
se utiliza para apoyar y mejorar el aprendizaje tradicional y los enfoques de ensefianza, mientras
que en los paises en via de desarrollo la falta de acceso a una educacion de calidad, entre otras
causas como la falta de impulso a la innovacién tecnoldgica en educacion, siguen siendo un
impedimento importante que deja como resultado la poca investigacion empirica sobre el tema
por parte de éstos paises (Kristiansen, 2001) (Hwang & Tsai, 2011).

En particular, este trabajo de grado pretende atender la recomendacion de Olajide (2014)
que exhorta a adoptar la integracion de la tecnologia informatica en contextos donde los célculos
se realizan en computador (Schumann, 1991) -en lugar de “lapiz y papel”- en la ensefianza y el
aprendizaje del analisis numérico. En esta investigacién, dicho propdsito se llevaréa a cabo
vinculando el uso de la aplicacion para dispositivos méviles “Calculadora Grafica” de GeoGebra
en el proceso de ensefianza-aprendizaje del polinomio de Taylor enmarcado en el espacio
académico Métodos Numéricos en la Fundacion Universitaria Los Libertadores y se analizaré
qué incidencias tiene la aplicacion del m-learning como estrategia metodoldgica en este
contexto.

Los investigadores Hohenwarter, Hohenwarter, Kreis, & Lavicza (2008) afirman que la
implementacién de GeoGebra en la ensefianza del polinomio de Taylor es viable ya que
mediante el uso de algunas de las herramientas que este software ofrece:

La funcion inicial f(x) se puede modificar en cualquier momento, lo que permite la

investigacion de polinomios de Taylor para una variedad de funciones. La integracion de

representaciones maltiples en las clases de célculo cotidiano (gréafico - visualizacion

dindmica, ecuacion - representacion algebraica) puede ayudar a los estudiantes a



comprender mejor el concepto de aproximaciones de Taylor, asi como el significado del

punto de aproximacion y el grado de precision (pag. 3) (Traduccion del autor).

Ademas, la conceptualizacion del espacio académico Métodos Numéricos es importante,
puesto que esté disefiado para que los estudiantes estén preparados para dominar varios métodos
de resolucion de problemas de ingenieria en tiempo real (Kaw, Collier, Keteltas, Paul, &
Besterfield, 2003). Las &reas o &mbitos que trabajan los métodos numéricos son el &lgebra lineal
y no lineal (en la solucion de sistemas de ecuaciones lineales y no lineales), la teoria de la
aproximacion (esta categoria cubre la aproximacion de funciones y métodos basados en el uso de
la aproximacion de Pade, la aproximacion de Chebyshev y la serie de Taylor), la interpolacion de
funciones (se constituye como base para la integracion y diferenciacion numérica) y la
resolucion de ecuaciones diferenciales (para problemas de valor inicial y en la frontera) (Olajide,
2014), permeando diversas ramas de las matematicas para ingenieria.

De manera precisa, en esta investigacion se abordara el proceso de aprendizaje del
concepto polinomio de Taylor (Burden & Faires, 1993) enmarcado en el contexto de la teoria de
la aproximacion, buscando que los estudiantes adquieran dos nociones basicas especificamente

i.  Concebir el polinomio de Taylor como una aproximacién local de funciones.
ii.  Entender el significado del término del error de truncamiento del polinomio de
Taylor y su acotacion.

Todo esto se llevara a cabo, mediante el disefio, implementacion y evaluacion de una
unidad didéactica, entendida como una forma de planificar el proceso de ensefianza-aprendizaje
alrededor de un elemento de contenido que se convierte en eje integrador del proceso,
aportandole consistencia y significatividad (Escamilla, 1995) (Gémez Mendoza, 2003) centrada

en el proceso de aprendizaje m-learning, usando como herramienta mediadora la aplicacion para
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dispositivos moviles de GeoGebra “Calculadora Grafica” para estudiantes de ingenieria en la
Fundacion Universitaria Los Libertadores.
1.2 Formulacion del problema

El problema se enuncia a través de una pregunta de investigacion en la que se establece
una relacién entre constructos o variables y se responde a través de la recopilacion de datos tanto
cualitativos como cuantitativos. La pregunta expresa claramente lo que se estudiara en este
trabajo de investigacion.

1.2.1 Pregunta de investigacion

De acuerdo con la contextualizacion anterior, es pertinente plantear la siguiente pregunta
de investigacion como eje orientador, para el desarrollo de este trabajo:

¢ Cudles son las experiencias y los efectos de incorporar la App “Calculadora Grafica” de
GeoGebra en el aprendizaje del polinomio de Taylor su margen de error de truncamiento y
acotacion, en los estudiantes de la Facultad de Ingenieria y Ciencias Bésicas de la Fundacién
Universitaria Los Libertadores durante el periodo académico 2018-11?
1.3 Justificacion

Hace més de tres décadas, afirmaba Santalé (1978) que el uso de calculadoras y su
aplicacion a ciertos problemas numéricos aparecia como una necesidad cada vez mayor, en
medio de un fuerte impulso que la informatica y la electronica daban a las matematicas y su
ensefianza. Hoy dicho prondstico es una realidad, producto de una revolucion educativa que
produjo la era de internet (Majo & Marques, 2002.) (Waks, 2015) (Shahroom , & Hussin, 2018),
en donde se han modificado aspectos centrales del proceso de ensefianza aprendizaje como el rol
del docente, los métodos y herramientas pedagdgicas (Ally, 2004) y, de manera central, la

estructura cognitiva de los estudiantes que nacen y se construyen en el mundo digital, ademas del
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lugar o locus del hecho educativo, producido por el desborde de la escuela y el aula como lugares
0 nichos de aprendizaje (Ally, 2009), tal y como lo sugieren los métodos virtuales y mdviles
como el m-learning (Roberts, 2012).

Dicho proceso de cambio en la educacion impulsado por las tecnologias, que puede ser
entendido como un momento de crisis, abre un debate profundo sobre el sentido de la educacion,
la igualdad de oportunidades (Area, 1997) (Leaton, Gray, 2017) (Altinay-Gazi, & Altmay-Aksal,
2017) y las herramientas educativas (Avila, 2000). En ese marco, es inocultable que el
aprendizaje movil ha impactado en la actitud, motivacién y rendimiento de los estudiantes hacia
las matematicas (Fagerberg, Rekkedal & Russel, 2001) (Dye & Fagerberg, 2004) en la medida
en que imprime a las matematicas la visualizacion (Gamlin, 2015) y, a partir de alli, la
construccion de representaciones desde procesos diferentes a la memorizaciéon tradicional de
operaciones y funciones (Franklin & Peng, 2008). Este tltimo factor ha sido estudiado arrojando
una reaccion positiva en la motivacion de estudiantes en relacion con el m-learning (Kim &
Keller, 2010), ademas de un avance positivo en la superacion del miedo a las matematicas,
hechos que vuelven la reflexion e investigacion sobre el m-learning un tema relevante y
trascendental a nivel educativo y del campo de innovacién pedagdgica (Herrington, et. al, 2009),
especialmente por los impactos focalizados en jovenes (Poong, Yamaguchi & Takada, 2016).

Es preciso decir que existe evidencia en algunos paises en desarrollo, sobre resultados
alentadores en proyectos de aprendizaje movil, por ejemplo, en Japdn, con el uso de mdéviles para
aprender inglés (Thornton & Houser, 2003) (Thornton & Houser, 2005), las reflexiones de
Wiggins (2007) con respecto al uso de dispositivos tecnoldgicos en procesos de educacion
musical. En India, para el aprendizaje de idiomas (Kam, Kumar, Jain, Mathur, & Canny, 2009),

en Brasil con el MlearnMat, un modelo pedagogico para actividades de m-learning en
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matematicas (Freitas, 2011); en Sudéafrica para la ensefianza de las matematicas (Roberts &
Vanska, 2011); en Botswana, para aplicaciones de m-learning con médicos para el entrenamiento
fisico (Chang et al., 2012), o los estudios de Willemse & Bozalek (2015) sobre el uso de
moviles aplicados a la préctica clinica.

No obstante estos ejemplos, en la mayoria de paises en via de desarrollo hace falta
profundidad en la investigacion y para avanzar en ello, plantean Keengwe & Bhargava (2014), es
necesario crear buenas précticas en la aplicacion de m-learning a partir de la comprension previa
de los limites culturales y el entorno social del contexto en el cual se van a implementar
tecnologias mdviles para la ensefianza y el aprendizaje con el fin de tener éxito en esta practica.
Bajo la premisa anterior, Colombia como pais en desarrollo (Zamudio, 2019) necesita avanzar en
m-learning, mas si se tiene en cuenta que un gran cimulo de investigaciones han visto tal bondad
en la implementacion de m-learning (Thornton & Houser, 2002) (Chinnery, 2006) y
recomiendan a paises y sus universidades que educan a futuros maestros de matematicas, abordar
este tema de una manera mas profunda, con mayor intensidad, argumentando que el uso de
tecnologias maviles en la ensefianza de las matematicas demuestra ser muy efectivo, ademas de
ser atractivo y motivador para los estudiantes, ademas de dinamico, al poder ser implementado
desde la escuela (Ferko & Korenova, 2015) hasta en contextos universitarios (Kynaslahti, 2001).

Adicionalmente, estas investigaciones son relevantes en la medida en que aportan al
entendimiento del rol docente y los problemas que enfrenta en su labor en la actualidad (Marton,
Hounsell, & Entwistle, 1997), asi como sus percepciones acerca del uso de medios tecnoldgicos
en el aula (Park, 2011) (Oz, 2015). Algunas sugieren que para la mayoria de los docentes, el
problema principal es como proporcionar la tecnologia necesaria para la integracion exitosa de

esa tecnologia en la ensefianza (Ruthven, Hennessy, & Brindley, 2004). Al respecto, estudios
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sefialan como un aspecto importante entender cémo los educadores en las instituciones
universitarias incorporan el m-learning en su ensefianza, asi como los enfoques de disefio y los
apoyos institucionales mas exitosos en la educacion superior (Sanderson & Hanbidge, 2017). Al
respecto, existen experiencias en investigacion en los paises arabes del Golfo Pérsico -lideres en
la investigacion de las incidencias del m-learning en educacion superior- (Al-Emran, Elsherif, &
K., 2016) ademas de otras méas generales, donde se analizan las implicaciones del m-learning
(Marton, Dahlgren, Svensson, S&ljo, 1987), que indican que la mayoria de los educadores tenian
actitudes positivas hacia el m-learning a pesar de las diferencias en edad, sexo, rango académico,
experiencia académica y dominio de teléfonos inteligentes, resultado que implica que el m-
learning puede ser adoptado por una variedad de educadores en la educacion superior. En esa
linea, otras investigaciones sostienen que es importante que los educadores consideren como
incorporan el m-learning en sus practicas pedagogicas para garantizar que el m-learning se centre
en el estudiante (Rekkedal, 1990) (Rekkedal, 1998) (Rekkedal, 1999), (Dias, Carvalho, Keegan,
Kismihok, Mileva, Nix & rekkedal, 2008) ademéas que deben ser auténticas, de orden superior y
colaborativas.

Asi como en el caso del rol docente, los estudios sobre m-learning contribuyen a la
reflexién sobre los enfoques de disefio que para la educacion implican estas alternativas,
aportando con ello a la discusion del curriculo y los disefios al respecto en escuelas y
universidades (Paulsen & Rekkedal, 1990) (Rekkedal & Paulsen, 1997) (Paulsen, Fagerberg, &
Rekkedal, 2003). Al respecto, Lindsay (2016) describié cinco caracteristicas del enfoque de
disefio para m-learning: asociativo (sustitucion de herramientas para aumentar las actividades
existentes), constructivo individual, colaborativo (por ejemplo, realidad aumentada / aprendizaje

basado en juegos), situado (actividades auténticas en entornos “reales”) e informal (fuera de la
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educacion formal). En dicho estudio, Lindsay (2016) sostiene que los enfoques pedagdgicos
utilizados predominantemente por los educadores fueron las sustituciones y los aumentos, lo que
significa que utilizan la tecnologia como una herramienta de sustitucion directa en lugar de un
enfoque transformador de la ensefianza y el aprendizaje, algo problemético que plantea retos para
la educacion de hoy con respecto al uso adecuado de las tecnologias (Rekkedal, 2002)

(Rekkedal, 2005), (Rekkedal & Dye, 2005) y los factores que influencian su uso o adopcion
(Prajapati, & Patel, 2014).

Aterrizando ya la viabilidad del estudio en cuanto a vincular el m-learning al proceso de
aprendizaje de las matemaéticas (Black & Hawkes, 2006), la mayoria del meta-analisis de la
investigacion en el &rea de tecnologia educativa muestra que los estudiantes que usan tecnologia
en su aprendizaje obtienen ganancias positivas en los resultados obtenidos sobre los estudiantes
que aprendieron sin tecnologia (Waxman, Connell, & Gray, 2002) (DeWitt & Saedah, 2010)
(Veerasamy, 2010) (Tai & Ting, 2011), debido a que el entorno digital (Lemos, 2007) motiva a
los estudiantes en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas (Korenova, 2012). En la
actualidad, muchos estudios cientificos muestran que las herramientas tecnoldgicas han
facilitado la comprension no solo de los conceptos matematicos (EI-Hussein & Cronje, 2010),
sino también la motivacién y la confianza de los estudiantes (Modh Nawi & Hamzah, 2014)
(Cakir, Mertkan Gezgin, & Ozkan, 2017), por ello el uso de la tecnologia en el entorno
educativo se ha convertido en un factor que proporciona riqueza de estimulos (Arslan, 2006) y en
un tema de investigacion y accion cada vez mas recurrente (Allen, 2011) (Alrasheedi, Capretz, &
Raza, 2015).

Apuntando hacia la incidencia de investigaciones como ésta en cuanto a la tecnologia en

educacion matematica especialmente, es oportuno citar a Dick & Hollebrands (2011) quienes
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afirman que las tecnologias de accién matematica, se utilizan para activar y mejorar la
exploracién, la formulacién de conjeturas, la argumentacion y, en general, las formas
matematicas de pensar (Tabor, 2016). Estudios realizados por Harriis, Mishra & Koehler (2009),
Hsieh, Jang, Hwang & Chen (2011),Carter & Graham (2012), Chen, Chang y Yen (2012),
Churchill, Fox & King (2012) Gitsaki, Robby Priest, Hamdam & Chabane (2013) y Shadaan &
Leong (2013), muestran que el uso de GeoGebra, la propuesta m-learning y el apoyo —en
general- de dispositivos tecnoldgicos en el proceso de aprendizaje y ensefianzal, puede tener un
gran impacto en la mejora de la capacidad de los estudiantes, lo que lleva a argumentar que
investigaciones y/o aplicaciones de proyectos sobre m-learning inciden en la proyeccion y
acumulacién de experiencias educativas que, para contextos como el colombiano, se hacen
urgentes y pertinentes.

En congruencia con Kukulska-Hulme (2009), Isaacs (2012), Clegg, Hudson & Steel
(2013), y Ishtaiwa & Dukmak (2013) el espacio que les queda a los profesionales de la
Educacidn Superior es abrazar con entusiasmo los nuevos medios o pararse a un lado y observar
su inevitable desarrollo. Por tanto, ante dicha realidad que implica la irrupcién de la tecnologia a
todos los campos de la vida humana, incluida la educacion, es preciso abogar por un cambio a un
marco tedrico o paradigma de inclusién, que coloque a los estudiantes y su habitat digital en el
centro (Tamin, 2013) (Nassuora, 2013), y para ello la investigacién aplicada aporta a grandes
pasos, y permite que la reflexion sobre la educacion mediada por lo digital (Molnar, 2014), y sus
efectos en el mayor entendimiento de contenidos, avance y se abra campo en un espacio como la
escuela, caracterizado por su reticencia y hermetismo hacia estos recursos (O’Bannon &
Thomas, 2015). Este es, claramente, un gran desafio ya que se ha etiquetado a esta cultura

emergente como fragmentada, parcial y subjetiva en un mundo que, en general, se debate en

! Como el uso de Tablet o Ipads (Pegrum, Howitt & Striepe, 2013).
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crisis econdmicas, ecoldgicas y politicas donde el punto y el propésito de la educacion parece ya

no estar claro (Traxler, 2016).
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Capitulo 2

Objetivos

La presente investigacion se desarrolla con el animo de conseguir los siguientes
objetivos:

2.1 Objetivo General

Analizar las experiencias y los efectos del m-learning en el aprendizaje del polinomio de
Taylor, en los estudiantes de la Facultad de Ingenieria y Ciencias Bésicas de la Fundacion
Universitaria Los Libertadores para generar informacion que aporte evidencia cientifica en el
contexto Colombiano acerca de la pertinencia de vincular los dispositivos moviles a los procesos
de aprendizaje de las matematicas.

2.2 Objetivos Especificos

Implementar dos unidades didacticas para el aprendizaje del polinomio de Taylor, su
margen de error y acotacion, una estructurada bajo el enfoque del m-learning usando como
herramienta mediadora la App “Calculadora Grafica” de GeoGebra Yy otra bajo un paradigma
tradicional en el que se utilice Gnicamente lapiz, papel y una calculadora de bolsillo CASIO fx-
350MS.

Realizar un experimento 4G de Solomon que permita observar estadisticamente el logro
del objetivo de aprendizaje esperado de un grupo de estudiantes que incorporan la unidad
didactica disefiada desde el m-learning, con el de otro grupo de estudiantes que abordan el
mismo tema pero de una manera tradicional.

Analizar informacion de tipo cualitativo a traves de la aplicacion de una prueba de tipo

Likert que sirva para conocer los efectos en la actitud de los estudiantes hacia el aprendizaje del
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polinomio de Taylor mediado por la interaccién con la App de GeoGebra desde sus dispositivos
moviles.

Documentar las experiencias de trabajar con GeoGebra App desde dispositivos moviles
con estudiantes de la Facultad de Ingenieria y Ciencias Bésicas de la Fundacion Universitaria

Los Libertadores.
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Capitulo 3
Marco Referencial

Este marco referencial incluye los conceptos necesarios para el entendimiento del
desarrollo del trabajo de grado. Esta dividido en tres partes, primero un marco teérico, luego un
marco disciplinar y por Gltimo un marco espacial.

3.1 Marco de antecedentes

Existen estudios en que presentan resultados alentadores en proyectos de aprendizaje
movil, por ejemplo, en Japon, con el uso de moviles para aprender inglés (Thornton & Houser,
2003) (Thornton & Houser, 2005), las reflexiones de Wiggins (2007) con respecto al uso de
dispositivos tecnoldgicos en procesos de educacién musical. En India, para el aprendizaje de
idiomas (Kam, Kumar, Jain, Mathur, & Canny, 2009), en Brasil con el MlearnMat, un modelo
pedagogico para actividades de m-learning en matematicas (Freitas, 2011); en Sudéafrica para la
ensefianza de las matematicas (Roberts & Vansk, 2011); en Botswana, para aplicaciones de m-
learning con médicos para el entrenamiento fisico (Chang et al., 2012), o los estudios de
Willemse & Bozalek (2015) sobre el uso de moviles aplicados a la practica clinica.

En lo referente al caso colombiano en 2012 la Corporacion Colombia Digital (CCD), en
el marco de Colombia 3.0, la Fundacion Telefonica, MinTIC y el Departamento de Politicas
Educativas de Unesco, llevaron a cabo un conversatorio sobre el rol de las TIC y la ensefianza
movil. Una vocera del Ministerio de Educacion Nacional, sostuvo que durante ese afio se realizd
un proyecto dirigido a la poblacion analfabeta, beneficiando a 150 mil personas en un proceso de
alfabetizacion a través del acompafiamiento de un tutor, el uso y apropiacion de dispositivos

moviles (CUC, 2012).
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3.2 Marco teorico conceptual

En este marco, se encuentran conceptos relacionados con qué es el aprendizaje maévil o
m-learning, qué es GeoGebra, cuales son sus virtudes y como se vincula la App “Calculadora
Gréfica” al aprendizaje de las matematicas.

3.2.1 ¢ Queé es el aprendizaje movil o m-learning?

Para entender el concepto de m-learning, es recomendable la clasificacion de (Sharples,
2006) donde se enmarcan las definiciones existentes dentro de cuatro categorias:

3.2.1.1 Definiciones Tecno céntricas.

Estas definiciones son las mas abundantes en la literatura. Bajo esta perspectiva el m-
learning es visto como aprender usando dispositivos moviles tales como celulares inteligentes,
tabletas o iPads.

3.2.1.2 Definiciones en relacién con el e-learning.

Este tipo de definiciones ven el m-learning como una extension del e-learning, sin
embargo, lo ven dentro del e-learning, pero no ayudan a caracterizar aquello que hace tnico al
m-learning por su naturaleza.

3.2.1.3 Definiciones como una extensidn de la educacion formal.

En la literatura sobre aprendizaje movil, la educacion formal a menudo se caracteriza
como ensefianza presencial, 0 mas especificamente como una conferencia estereotipada, para
luego definir el m-learning como una forma de aprendizaje fuera del aula.

3.2.1.4 Definiciones centradas en el alumno.

En esta clase de definiciones se ve el m-learning como cualquier tipo de aprendizaje que

ocurra cuando el estudiante no se encuentra en una ubicacion fija y predeterminada o un
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aprendizaje que sucede cuando el alumno aprovecha las oportunidades de aprendizaje que
ofrecen las tecnologias moviles (Shaples, 2006).

A partir de esta definicion abarcadora de Shaples (2006), se relacionan varias
definiciones dadas por diversos investigadores que perfectamente se inscriben en alguna de éstas.
Por ejemplo, el aprendizaje mévil o m-learning es definido por Taylor (2006) como el
“aprendizaje mediado por dispositivos maviles o el aprendizaje donde existe movilidad por parte
de los aprendices, los contenidos o los recursos en el sentido que se puede acceder al
conocimiento desde cualquier lugar” (pag 25); Peters (2003), por su parte, define el m-learning
como “una extension del aprendizaje electronico o e-learning”; Para Traxler, (2005) el m-
learning o aprendizaje movil puede definirse como “cualquier disposicion educativa donde las
tecnologias Unicas o dominantes son dispositivos portétiles o de bolsillo” (Pag., 262). Estas
definiciones, en su conjunto, pueden significar que el aprendizaje movil incluye teléfonos
moviles, teléfonos inteligentes, asistentes digitales personales (PDA) y sus periféricos, tales
como tabletas y/o computadoras portéatiles, pero no computadoras de escritorio en carros u otras
soluciones similares. Dichas definiciones, a la luz de nuevas investigaciones, pueden abordar el
creciente nimero de experimentos con dispositivos moviles dedicados, como consolas de juegos
y iPads, asi como la diversidad de las tecnologias industriales convencionales como las
tecnologias experimentales excepcionales (Traxler, 2005).

Segun Traxler (2005), el aprendizaje movil o m-learning se caracteriza principalmente
por ser espontaneo, privado, portétil, situado, informal, tamafio portable, de peso ligero,
consciente del contexto y, quizas, pronto conectado, personalizado e interactivo. Los
investigadores Sarrab, Elgamel, & Aldabbas (2012) definen el término aprendizaje movil o en

definitiva, m-Learning como el uso de dispositivos de tecnologias de la informacion y las
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comunicaciones (TIC) moéviles y de mano, como teléfonos mdviles, computadoras portatiles,
PDA y tecnologias de tableta en procesos de capacitacion, aprendizaje y ensefianza. Tanto
Traxler (2005) como Sarrab, Elgamel, & Aldabbas (2012) muestran los siguientes beneficios del
aprendizaje movil, entre otros:

e Permite el acceso al contenido en cualquier momento y desde cualquier lugar.

e Apoya el aprendizaje a distancia.

e Ideal para entrenamiento o revision de contenido justo a tiempo.

e Puede mejorar la interaccion entre estudiantes, aprendices e instructores.

¢ Reduce las barreras culturales y de comunicacion entre profesores y estudiantes al usar

canales de comunicacion que agradan a los estudiantes.

El aprendizaje mediado por dispositivos moviles o m-learning definido por Sharples &
Pea (2014) como los procesos de llegar al conocimiento a través de conversaciones en multiples
contextos entre personas y tecnologias interactivas personales, tiene algunas caracteristicas clave
que segun Paredes & Conole (2018) son: a) la construccién de conocimiento se da en contextos
distintos y mas alla del aula; b) dicha tecnologia mévil cambia el patrén de actividad de
aprendizaje y c) el aprendizaje mavil trasciende el tiempo y espacio escolar. Por esto, el
aprendizaje movil plantea que los dispositivos moviles aumentan la motivacion de los
estudiantes hacia las matematicas (Taleb, Ahmadi, & Musavi, 2014) en la medida en que
imprime a la matematica la visualizacion y, a partir de alli, la construccion de representaciones y
curriculos distintos (Hit, 1998) (Clinton & Walkington, 2019). Este altimo factor ha sido
estudiado de igual manera por Shin & Mills (2007), Duru, Peker, Akcakin (2010), Pollara
(2011), Skiada, Soroniati, Gardeli & Zissis (2013), Pullen (2015) y arrojando una reaccién

positiva en la motivacién y percepcion de los estudiantes en la relacion que el m-learning plantea
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entre educacién mavil y aprendizaje, ademas de un positivo avance en la superacion del miedo a
las matemaéticas (Novelo, Herrera, Diaz, & Salinas, 2015).

Al respecto, Bannon, Martin, & Nunes-Bufford (2012) encontraron en su investigacion
que los maestros ven valor en la integracion de iPads en la educacion matemética como una
herramienta para promover el aprendizaje de los estudiantes, un aprendizaje de caracter
multidimensional (Lagrange, Artigue, Laborde & Trouche, 2003) producto del proceso
institucional -e individual del docente- de integracion tecnoldgica (Lawless & Pellegrino, 2007) .
Ademas, los teléfonos inteligentes se han explotado para ampliar el pensamiento matematico y
mejorar los procedimientos de resolucion de problemas (Tangney et al., 2010). Un estudio de
caso en el cual se utilizo el iPod Touch® para ayudar a estudiantes de secundaria a aprender
sobre ecuaciones algebraicas, en particular, el concepto de pendiente, valor absoluto y
simplificacion de expresiones, muestra que este sirve como un medio maévil de aprendizaje
informal de las matematicas mas alla de las horas de clase (Franklin & Peng, 2008). Con base en
esto, el m-learning es percibido como una herramienta did4ctica interesante para la ensefianza de
las matematicas, asi como el uso de la aplicacion “Calculadora Grafica” de GeoGebra para
dispositivos moviles, que puede llegar a tener incidencias positivas en el aprendizaje, aunque
algunos autores planteen que se carece de evidencia empirica suficiente en nuestro contexto para
ratificarlo (Hwang & Tsai, 2011). En contravia, otras investigaciones reconocen el impacto de
estas tecnologias, y asi parecen demostrarlo los resultados de estudios de caso como los de
Shine, Sutherland, Norris & Soloway (2011), Ozdamli, Karabey & Nizamoglu (2012), Ozdamli
(2012) y Redondo, Fonseca, Sanchez & Navarro (2013), que indican que los estudiantes se
sienten mas satisfechos y motivados cuando el docente dispone de dichos recursos tecnologicos

para el aprendizaje, ademas de mejorar su rendimiento y ampliar los procesos de representacion,
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vision y visualizacion (Duval, 1999), afectando positivamente las funciones cognitivas en dicho
proceso, donde el docente sigue asumiento un papel de direccién mediado por las nuevas
tecnologias (Becker, Ravitz & Wong, 2009).

Existe una abundante y creciente literatura que describe el impacto profundo y
transformador que ejercen las tecnologias moviles en la mayoria de los aspectos de las
sociedades y culturas actuales (Balachef & Kaput, 1996). Diversos investigadores como Traxler
(2016) describen -desde diferentes perspectivas- como estas tecnologias transforman el
comportamiento social, econémico, cultural y personal, influyendo en los siguientes &mbitos:

e Identidad, comunidad y relaciones

e Etica, conducta y expectativas

e Empleos, trabajo y economia

e Creatividad, autoexpresion, produccion artistica

e Aprender, comprender, conocer.

3.2.2 {Qué es software libre?

Para esta definicion se documenta la categorizacion que realiza por Stallman (2002) quien
sefiala que el software libre tiene que ver con una condicién presente en la libertad del usuario
para ejecutar, copiar, distribuir, estudiar, cambiar y mejorar el software. Mas precisamente, se
refiere a cuatro tipos de libertad, para los usuarios del software:

e Libertad 0: la libertad de ejecutar el programa, para cualquier propoésito.

e Libertad 1: la libertad de estudiar como funciona el programa y adaptarlo a sus

necesidades. (El acceso al codigo fuente es una condicion previa para esto).

e Libertad 2: la libertad de redistribuir copias para que pueda ayudar a su vecino.
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e Libertad 3: la libertad de mejorar el programa y lanzar sus mejoras al pablico, para que
toda la comunidad se beneficie. (El acceso al cddigo fuente es una condicidn previa
para esto) (Stallman, 2002)

Segun Stallman (2002), un programa es software libre si los usuarios tienen todas estas
libertades. Para ello, afirma el autor, el usuario debe poder redistribuir las copias, ya sea con o
sin modificaciones, ya sea de forma gratuita o mediante el cobro de una tarifa por la distribucion,
a cualquier persona en cualquier lugar. Segun esto, ser libre de hacer estas cosas significa, entre
otras cosas, que no tiene que pedir ni pagar el permiso, ademas de tener la libertad de hacer
modificaciones y usarlas de forma privada en su propio trabajo o juego, sin siquiera mencionar
que existen o informar cambios a un tercero (Stallman, 2002). La libertad de utilizar un
programa significa entonces, segun Stallman (2002) la libertad de cualquier tipo de persona u
organizacion para usarlo en cualquier tipo de sistema informatico, para cualquier tipo de trabajo
en general, y sin tener que comunicarse posteriormente con el desarrollador o cualquier otra
entidad especifica: es un sistema abierto, preferiblemente gratuito y de libre acceso, uso,
modificacion y reproduccion.

3.2.3 ¢ Que es un software de cédigo abierto?

Segun Gacek, Lawrie, & Arief (2004) es una condicion que acompafia o no a los
software. Se habla de que un software puede llamarse de cddigo abierto si cumple con los nueve
criterios relacionados planteados por los autores, de los cuales los tres principales son:

e La capacidad de distribuir el software libremente.

e Ladisponibilidad del codigo fuente, y

e El derecho a crear trabajos derivados a través de modificaciones.



26

El resto de los criterios, también planteados por Gacek, Lawrie, & Arief (2004) se
refieren a los problemas de licencia y explican la postura de “no discriminacion” que debe

seguirse. Estos son:

Se debe preservar la integridad del cddigo fuente del autor, haciendo que la fuente de
cambios claros para la comunidad.

¢ No debe existir discriminacion contra personas 0 grupos tanto para proporcionar

contribuciones como para usar el software.

e Sin restricciones sobre el proposito del uso del software, que no proporciona

discriminacién contra campos de actividad.

e Los derechos adjuntos al software se aplican a todos los destinatarios de su (re)

distribucion.

e La licencia no debe ser especifica de un producto, sino que debe aplicarse a todas las

sub-partes dentro del producto licenciado.

¢ La licencia no debe afectar otro software, permitiendo la distribucion de otro software

de fuente no abierta junto con uno de codigo abierto

3.2.4 ;Qué es GeoGebra?

GeoGebra representa un programa o software que fue disefiado para combinar geometria,
algebra y calculo en un Unico entorno dinamico. GeoGebra es un software matematico dinamico
de cddigo abierto (disponible con frecuencia) creado por Markus Hohenwarter en 2001, para su
proyecto de tesis de maestria en la Universidad de Salzburgo, Austria. (Zengin, Furkan, &
Kutluca, 2012). Sin embargo, a la fecha segun la definicion tomada de su sitio web oficial
(“GeoGebra,” 2019) GeoGebra es algo mas que un software, pues también es entendida como

una comunidad y abarca mas espacios de las matematicas:
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“GeoGebra es un software de matematicas dinamicas para todos los niveles educativos
que retne geometria, algebra, hoja de célculo, graficos, estadistica y calculo en un solo programa
facil de usar. GeoGebra es también una comunidad en rapida expansién, con millones de
usuarios en casi todos los paises. GeoGebra se ha convertido en el proveedor lider de software de
matematica dindmica, apoyando la educacién en ciencias, tecnologia, ingenieria y matematicas
(STEM: Science Technology Engineering & Mathematics) y la innovacion en la ensefianza y el
aprendizaje en todo el mundo” (GeoGebra, 2019).

De esta manera, entre las principales caracteristicas de GeoGebra se relacionan las
siguientes: Conecta geometria, algebra y hoja de célculo de forma completamente dindmica.
Cuenta con una interfaz muy facil de usar, a pesar de incluir herramientas muy eficaces.
Herramienta de autoria para crear materiales de aprendizaje interactivos como péginas web.
Disponible en varios idiomas para millones de usuarios en todo el mundo. Es un software de
cddigo abierto disponible gratuitamente para usos no comerciales.

Existen algunos resultados de experiencias de investigacién que vincularon el software
libre GeoGebra en el proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Investigadores
como Fahlberg (2009) llevan a la reflexion ya que evidencian la problemética que existe en
internet en cuanto a la existencia de informacion poco confiable que circula por alli y lleva a
pensar desde un punto de vista activo en como se podria aprovechar el espacio que se abre en
foros en linea para llegar a estudiantes con deficiencias de aprendizaje, a partir de la herramienta
GeoGebra (Barahona, Barrera, & Vaca, 2015). Esta serie de investigaciones sefialan que
GeoGebra es un software libre, que le permite al estudiante explorar las matematicas ya sea en la
escuela o desde la casa, ademas de ser un software que permite la conversacion entre estudiantes,

estudiantes y profesores, en linea y fuera de linea, sin problemas legales, ofreciendo la


https://www.geogebra.org/license
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posibilidad a la generacion de participacién de docentes y estudiantes en foros abiertos, colgando
y desarrollando en ellos actividades valiosas, que den paso a la construccion de aprendizaje
desde la exploracion, ya que GeoGebra motiva adecuadamente esta destreza desde lo visual
(geométricamente) hasta la idea de como resolver problemas algebraicamente (simbdlicamente)
bajo su propia experiencia (Peng, Su, Chou & Tsai, 2009) (Paredes & Conole, 2018).

Por otro lado, Arbain & Shukor (2015) muestran una investigacion acerca de los efectos
de GeoGebra en el rendimiento de los estudiantes en el campo de la estadistica. Para esta
investigacion se tomd una muestra conformada por 62 estudiantes del grado noveno de una
escuela secundaria en Malasia (pais del continente asiatico). La muestra de estudio fue dividida
en dos grupos, un grupo experimental y un grupo de control. La metodologia de investigacion se
basé en aplicar un test de entrada, llevar una fase de intervencién, y luego aplicar un test
posterior. Ademas, al grupo experimental se le realiz6 una prueba de percepcion que indagaba
por la opinion de los integrantes acerca de su interaccion con el software GeoGebra. Las
conclusiones de esa investigacion evidencian que el software libre GeoGebra tiene un impacto
positivo en los logros de los estudiantes en temas de Estadistica y muestran que los estudiantes
también tienen percepciones positivas sobre el software GeoGebra en términos de entusiasmo,
confianza, y motivacion (Arbain & Shukor, 2015).

Por su parte, Takaci, Stankov, Milanovic (2015) indagaron acerca del proceso de
aprendizaje de nociones fundamentales del Célculo Diferencial enfocado al analisis y estudio de
las propiedades de las funciones, implementando el concepto de grupos colaborativos y la
interaccion con GeoGebra. Ellos siguieron una metodologia de grupo experimental y grupo de
control y en sus resultados obtuvieron que el entendimiento del anélisis de funcionesy la

relacion con sus graficos apoyado por GeoGebra en aprendizaje colaborativo asistido por
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computadora es mas eficiente que el aprendizaje en grupos colaborativos sin la vinculacién de
GeoGebra, ya que este software permite la creacion de un entorno de aprendizaje efectivo para
examinar funciones y trazar sus gréficos (Takaci, Stankov, & Milanovic, 2015) .
3.2.5 Descripcion del espacio académico Métodos Numéricos y su ensefianza
En este apartado, se muestra una breve descripcion del espacio académico métodos
numeéricos y sus diferentes formas de ensefianza. Un estudio realizado por (Bravo, Pratts,
Herrera, & Bonet, 2017) muestra un compendio de los contenidos principales que se atienden en
cursos de métodos numéricos de distintas universidades en el mundo. Ellos analizaron siete
universidades, tres en América y cuatro en Europa:
¢ Universidad: Universidad De Las Ciencias Informéticas, Uci. Curso: Matematica IV.
Plan De Estudios de la Carrera de Ingenieria en Ciencias Informaéticas. 2016.
e Meétodos Numeéricos para Ingenieria de la Computacion. Colegio de Ingenieria.
Universidad de Oklahoma. Estados Unidos. 2006.
e Universidad Politécnica De Catalufia. Numerical Methods and Informatics. 250224 —
METNUMINF. Espafia. 2017
¢ Introduccidn a los Métodos Numéricos. Facultad de Ciencia y Tecnologia.
Universidad del pais VVasco. 2009.
e Universidad de Harvard, en la carrera de Ingenieria en Ciencias de la _Computacion,
se incluye el curso de Métodos Numéricos,
o Méthodes numériques (FSAB1104). Louvain School of Engineering. Université
catholique de Louvain. Bélgica.2017
e Facultad De Ingenieria. Métodos Numéricos. Universidad de la RepUblica Uruguay.

2017
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En la tabla 1 se sintetiza la informacion obtenida por (Bravo, Pratts, Herrera, & Bonet,

2017) .
Tabla 1
Resumen de los contenidos del curso de Métodos Numéricos en distintas universidades
Contenidos Cursos

Introduccion, errores Si si Si si Si Si Si
Ecuaciones no lineales Si Si Si Si Si Si Si
Sistemas de ecuaciones lineales Si si Si Si Si Si Si
Interpolacion y ajuste de curvas Si Ssi si Ssi Si Si Si
Integracion Si Si Si No Si Si Si
Ecuaciones diferenciales ordinarias Si  Si  Si No Si Si Si
Ecuaciones diferenciales parciales No No No No Si Si No

Nota: Tabla Recuperada de Bravo, T. D., Pratts, A. V., Herrera, I. L., & Bonet, A. R. (2017). Approach to

the Teaching of Numerical Methods in Engineering in InformaticsSciences. In I11 Conferencia

Cientifica.Universidad de las Ciencias Informéticas (pp. 1-12).

Entre las principales conclusiones de ese estudio Bravo, Pratts, Herrera, & Bonet, (2017)

sefialan que existe marcada similitud en los contenidos que se declaran en los distintos cursos de

métodos numéricos que fueron seleccionados.

Sin embargo, es importante resaltar que todas estas universidades incluyen el uso de

tecnologia en la ensefianza de los métodos numéricos, por ejemplo El colegio de ingenieria

(Bagajewicz, 2006) utiliza MATLAB en sus estrategias metodologicas, la Universidad de las

Ciencias Informaticas maneja el software MATLAB y OCTAVE. En la Universidad Politécnica

de Catalufia se apoyan en el lenguaje de computadora Visual Basic y el asistente matematico
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EXCEL. En la Universidad del pais Vasco se trabaja con FORTRAN (MUTO, 2009), en
Harvard (RYCROFT, 2015) y en la Université Catholique De Louvain los estudiantes deben
utilizar el MATLAB para el apoyo de sus cursos, En la universidad de La Republica de Uruguay
el software a utilizar por los estudiantes es libre, aunque hacen alusién y disponen de materiales
del OCTAVE y MATLAB, y utilizan el entorno virtual de aprendizaje de la facultad de
Ingenieria; el disefio es tipico de la plataforma MOODLE.

Segun el syllabus del espacio académico Métodos Numéricos de la Fundacion
Universitaria Los Libertadores, durante el curso los estudiantes deben reconocer los principales
objetivos y dificultades del calculo numérico, disefiar algunos algoritmos bésicos y aritmética de
maquina. Después se discuten y comparan los métodos numéricos mas comunes para el célculo
de soluciones aproximadas de ecuaciones no lineales, incluyendo los correspondientes
algoritmos (Regula Falsi, método de la secante, método del punto fijo, método de Newton-
Rapshon, entre otros). Seguido a esto se presentan los principales métodos numéricos para la
solucion de sistemas de ecuaciones lineales con sus correspondientes algoritmos (Eliminacion de
Gauss, Método de Jacobi, Método de Gauss-Seidel, entre otros), la factorizacién de matrices
(Factorizacién LU, Cholesky) y la introduccion de normas matriciales, nimeros de condicion.
Finalmente se desarrollan los métodos clasicos para la interpolacion numérica a través de
polinomios (Interpolacion de Lagrange, Interpolacion de Newton, Interpolacién trigonométrica,
entre otras) y los métodos de integracion numérica (Férmulas de Newton-Cotes, Hermite,
Formulas de cuadratura de Gauss, entre otros). Todos los contenidos del curso estaran apoyados
con el uso de software que incluya matematica simbdlica (por ejemplo, MATLAB, ScilLab,

Maple, Mathematica), segun los intereses, gustos o destrezas del docente.
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3.2.6 Marco Legal

La Fundacién Universitaria Los Libertadores es una institucion comprometida con la
incorporacion de las TIC en sus procesos de ensefianza y aprendizaje. La siguiente cita textual es
tomada del Proyecto Educativo Institucional Libertador (PEIL) que habla acerca de la
Incorporacion de las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion — TIC (PEIL, Capitulo
VI, 2018) y la coherencia que tiene esta investigacion con la normativa institucional

“La incorporacion de las tecnologias de la informacién y comunicacion se constituye en
un elemento transversal que debe permear la gestion académica y administrativa para hacer mas
eficaz y eficiente el cumplimiento de los objetivos institucionales. La Fundacion Universitaria
Los Libertadores esta comprometida con la cultura digital que conduzca a la incorporacion de
TIC en las estrategias de ensefianza-aprendizaje, genere mayor interactividad, promueva otras
formas de interaccion y comunicacion, renueve el disefio de ambientes de aprendizaje y
constituya un apoyo para el profesor, en su proceso de mediacion entre el estudiante y el
conocimiento. Promueve el ejercicio de la docencia en entornos virtuales y aporta al desarrollo
de competencias genéricas en materia de cultura digital, que permiten estar a la vanguardia de las
necesidades del entorno y hacer uso de las principales innovaciones tecnoldgicas que surjan”
(pag. 25).

Citado el PEIL de la Fundacion Universitaria Los Libertadores, este trabajo también se
respalda en el capitulo VI de dicho documento, siendo la intencion de esta investigacion aportar
mediante la incorporacion de la estrategia del m-learning y la App “Calculadora Grafica” de
GeoGebra competencias genéricas en materia de cultura digital que permitan entornos de

aprendizaje de vanguardia de acuerdo con las necesidades y las innovaciones tecnoldgicas.
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3.3 Marco pedagdégico
En la guia Mobile Learning publicada por la Fundacién Telefonica en Espafia (2012) aparece una
informacion que documenta sobe algunos modelos pedag6gicos empleados en proyectos de m-
learning en el mundo. Esa guia fue publicada bajo el interés de que se utilice, se amplie, 0
cambie con el paso del tiempo y del uso que cada docente decida hacer con ella, asi como el de
ofrecer un material de reflexion préactica como de incentivacion al cambio o modificacion de los
modos como se planifica la actividad docente en el aula. A continuacion se refieren los modelos
pedagogicos asociados al m-learning.

3.3.1 Modelos pedagdgicos asociados al Mobile Learning
En la guia Mobile Learning de telefonica se describen algunas experiencias y los modelos
pedagogicos empleados en funcion del grado de apoyo de los proyectos de telefonia mévil a la
labor del profesor o a la del alumno. En la tabla 2 Se pueden identificar los siguientes niveles,

siguiendo el modelo de inclusién de las TIC desarrollado por Fundacion Telefénica:
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Tabla 2
Niveles segin modelo de inclusién de las TIC por Fundacién Telefonica

Estadios Descripcion

Nivel 1 El teléfono movil es utilizado por el docente como
apoyo a la imparticion de sus clases a través de material
complementario: lecturas, ejercitaciones, videos,
podcasts. ..

Nivel 2 El alumno aprende a través de la ejercitacion con
aplicaciones multimedia que le permiten profundizar y
contrastar su nivel de conocimientos sobre unos
contenidos determinados.

Nivel 3 El alumno participa en el disefio y desarrollo de un
proyecto y utiliza una gran variedad de herramientas
TIC o Apps para la creacién, publicacién y divulgacion
a través de redes.

Nivel 4 El alumno explora herramientas para el trabajo en
grupo dentro del aula: Dropbox, calendarios y Google
docs para compartir y trabajar de forma colaborativa;
Eduloc, cédigos QR y Realidad Aumentada para la
geolocalizacion tanto en interiores como exteriores.

Nivel 5 Los alumnos trabajan en red con compafieros y
comparieras de otras escuelas utilizando tecnologias
moviles y redes sociales.

Nivel 6 Los alumnos utilizan el teléfono movil para aprender
de manera informal en cualquier lugar y cualquier

momento. No sélo en la escuela.

Fuente: Guia Mobile Learning (2012). Fundacion Telefdnica pg.17. Recuperado de

https://observatorio.profuturo.education/wp-content/uploads/2016/04/Guia_MobL earning.pdf


https://observatorio.profuturo.education/wp-content/uploads/2016/04/Guia_MobLearning.pdf
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En este trabajo se toma un modelo de vinculacion de nivel 2 donde el alumno aprende a través
de la ejercitacion con aplicaciones multimedia que le permiten profundizar y contrastar su nivel
de conocimientos sobre unos contenidos determinados. En matematicas hay un proyecto similar
en el proyecto Algebra Touch. La metodologia implementada alli es la siguiente:

Con la aplicacion los alumnos acceden en un entorno agradable a conceptos basicos de
algebra que les permite realizar ejercicios variados. Con el aplicativo mévil pueden realizar
acciones como: Arrastrar nimeros a traveés de la pantalla para reorganizar la informacion, pulsar
para simplificar, trazar lineas para eliminar términos iguales. Es posible cambiar de forma facil
entre diferentes lecciones y problemas que se muestran de forma aleatoria. También es posible la
creacion de colecciones propias de problemas para ser resueltos con el editor de ecuaciones.
Ofrece la solucién correcta a los ejercicios planteados.

En el desarrollo de la propuesta pedagodgica de esta investigacion se aplica el mismo modelo
utilizado en el proyecto Algebra Touch, con la diferencia que el objeto matematico a tratar es el
polinomio de Taylor y la herramienta mediadora es la App “Calculadora Grafica” de GeoGebra,
sin embargo, el fondo de este proyecto es buscar que los estudiantes logren visualizar,
experimentar, conjeturar, es decir estimular las formas matemaéticas de pensar el Polinomio de
Taylor, su margen de error y acotacion mediante conexiones entre representaciones simbolicas y

visuales.
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Capitulo 4

Disefio Metodologico

4.1 Tipo de investigacion

En el planteamiento del problema, se habla de la incidencia que tiene la tecnologia en la
educacion matematica y como esta se utiliza para activar y mejorar la exploracion, la
formulacién de conjeturas, la argumentacion y, en general, las formas matematicas de pensar, en
particular (Dick & Hollebrands, 2011) afirman que la tecnologia incide en esos procesos de
caracter cognitivo. Por otra parte, se han citado varios estudios que evidencian resultados
positivos de la inclusion del software GeoGebra no solo en el aprendizaje de las matematicas,
sino que también en la actitud de los estudiantes hacia el conocimiento. Entre esos estudios se
puede mencionar a (Lozano, 2013) (Arbain & Shukor, 2015), (Takaci et al., 2015), y otros
relacionados anteriormente en este trabajo.

Desde esta perspectiva, hay dos variables a tener en cuenta en esta investigacion. La
primera variable es de tipo cognitivo, para la cual se decide recoger datos cuantitativos que
sirvan como evidencia para el analisis del aprendizaje del concepto matematico del polinomio de
Taylor, su margen de error y acotacion. La segunda variable de estudio es de tipo actitudinal,
para la cual se recopilan datos cualitativos que sirven para la reflexion acerca de la actitud de los
estudiantes hacia el aprendizaje del concepto matematico durante la experiencia de aplicar el m-
learning usando como herramienta mediadora la App “Calculadora Grafica” de GeoGebra.
Segun Hernandez-Sampieri y Mendoza (2008):

“los métodos mixtos representan un conjunto de procesos sistematicos, empiricos y

criticos de investigacion e implican la recoleccion y el analisis de datos cuantitativos y
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cualitativos, asi como su integracion y discusion conjunta, para realizar inferencias producto de
toda la informacion recabada y lograr un mayor entendimiento del fendmeno bajo estudio” (pag.
90).

Como en este caso se ha decidido recolectar y analizar datos cuantitativos y cualitativos
para documentar las experiencias y los efectos de aplicar una unidad didactica disefiada desde el
concepto del m-learning para el aprendizaje del polinomio de Taylor, se decide adoptar una
metodologia de investigacion de tipo mixto.

4.1.2 Variables

Esta investigacion se ha planteado para medir el comportamiento de la variable
dependiente, de acuerdo con la manipulacion intencional que se hace de la variable
independiente. Estas variables tanto dependiente como independiente se describen a
continuacion.

4.1.2.1 Variable Independiente

La variable independiente es el tratamiento metodolégico disefiado con base en el uso de
dispositivos moviles 0 m-learning, mediante la interaccion con la App “Calculadora Grafica” de
GeoGebra en el aprendizaje del polinomio de Taylor, su margen de error y acotacion.

4.1.2.2 Variable dependiente

La variable dependiente es el efecto que se supone que tendra aplicar un tratamiento
metodoldgico con base en m-learning en el aprendizaje conceptual del polinomio de Taylor su
margen de error y acotacion asi como en la actitud que muestran los estudiantes hacia el

aprendizaje del tema durante la clase a partir de la interaccion con la App de GeoGebra.
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Siendo acorde con Hernandez, Sampieri los disefios mixtos secuenciales se pueden

realizar en cinco fases: fase conceptual, fase empirica metodologica (método), fase empirica

analitica (analisis de resultados), fase inferencial (discusién), metainferencias. En la tabla 3 se

muestran las fases de la investigacion realizadas y las actividades realizadas en cada una de ellas.

Tabla 3
Fases de la investigacion

Fase

Actividades

Fase conceptual

Fase empirica metodoldgica (método)

Recoleccién de Informacion mediante la seleccion de
articulos relacionados con GeoGebra y M-Learning.
Esta seleccidn se hizo teniendo en cuenta que los
articulos tuvieran analisis de resultados, conclusiones y
coherencia con sus referentes bibliograficos.

Construccion del marco teérico fundamentado en
resultados de investigaciones publicadas en articulos de
revistas cientificas, ponencias y otras fuentes
bibliograficas solidas y confiables.

Construccién de las pruebas pre test y pos test.

Adaptacion del test de actitud en prueba de escala
tipo Likert.

Ejecucidn del disefio experimental en cuatro grupos
de Solomon.

Implementacion de la encuesta de escala Likert
con el objetivo de recoger datos cualitativos acerca de la
actitud de los estudiantes.

Implementacion de una encuesta de tipo anénimo

para recoger mas evidencia cualitativa acerca de la
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Fase empirica analitica (analisis de resultados)

Fase inferencial (discusion)

Meta inferencias

experiencia de los estudiantes con m-learning.

Tratamiento estadistico de los datos del pre test/
postest. Para esto se hizo un analisis estadistico
descriptivo en tablas de frecuecias, se hizo una prueba
ANNOVA y un gréfico de perfiles. Todo esto mediante
el uso del programa SPSS.

Para el andlisis de la escala de Likert se hizo su
respectivo andlisis de confiabilidad mediante el

coeficiente alfa de Cronbach.

Entre estudiantes y maestro se llegé a algunas
conclusiones de la intervencion a partir del dialogo.
También se hizo una revision de datos en colaboracion
con pares quienes brindaron su opinion a la luz de las
evidencias.

A partir del analisis de los datos cuantitativos y
cualitativos obtenidos, se hace una triangulacion
estadistica de la informacion y los hallazgos
encontrados fueron descritos en la redaccion de las

conclusiones.

Fuente: Elaboracion propia del autor

4.2.1 Cronograma de Actividades

En la tabla 4 se muestran las fechas y las respectivas actividades llevadas a cabo en el

proceso del desarrollo de cada fase de la investigacion



Tabla 4
Cronograma de actividades

fecha
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Actividad

1 de septiembre de 2017 al 1 de octubre de 2017.

Recoleccién de Informacion mediante la seleccion
de articulos relacionados con GeoGebra y M-
Learning. Esta seleccién se hizo teniendo en cuenta
que los articulos tuvieran analisis de resultados,
conclusiones y coherencia con sus referentes

bibliogréficos.

2 de octubre de 2017 al 15 de noviembre de 2017

Planteamiento del problema, pregunta de

investigacion, justificacion y objetivos.

1 de marzo de 2018 al 15 de junio de 2018

Construccion del marco tedrico fundamentado en
resultados de investigaciones publicadas en articulos
de revistas cientificas, ponencias y otras fuentes

bibliograficas sélidas y confiables.

1 al 21 de Julio de 2018.

Disefio metodoldgico: construccion de las pruebas

pre test y pos test.

22 al 31 de Julio de 2018.

Disefio Metodoldgico: Adaptacion del test de actitud

en prueba de escala tipo Likert.

1 de agosto al 30 de septiembre de 2018.

Propuesta pedagdgica: Construccion de la unidad
didactica fundamentada en M-Learning usando como
herramienta la App “Calculadora Grafica” de

GeoGebra.

1 al 14 de octubre de 2018.

Propuesta Pedagdgica: Construccion de la unidad

didactica tradicional sin M-Learning.

Semana del 15 al 20 de octubre de 2018.

Aplicacion de la prueba pre test a los grupos G1y

G3 del disefio de Solomon.

Implementacion de la unidad didactica.
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En total se planearon 6 sesiones de clase con cada
22 de octubre al 17 de Noviembre de 2018 grupo durante este periodo de tiempo, destinadas al

desarrollo de las actividades de la unidad didactica.

Semana del 19 al 24 de noviembre de 2018 Aplicacion de la prueba pos test a todos los grupos

participantes del experimento.

2 de febrero de 2019 al 1 de abril del 2019. Andlisis estadistico de resultados

2 de abril al 22 de abril de 2019 Redaccion de conclusiones y sugerencias con base

en discusiones y metainferencias.

Fuente: Elaboracion propia del autor

4.3 Articulacion con la linea de investigacion

Este proyecto se enmarca en la linea de investigacion Evaluacion, Aprendizaje y Docencia.
Esta linea de investigacion asi como lo dice en el sitio web de la universidad contiene tres ejes
fundamentales: evaluacién, aprendizaje y curriculo. En el sentido que estos son esenciales en la
propuesta formativa y su constante analisis es uno de los retos de los sistemas educativos
contemporaneo, este trabajo de grado aborda el proceso de aprendizaje. Esta linea de
investigacién concibe la educacion como proceso complejo, inacabado e incierto que requiere
del acompariamiento de la evaluacion para identificar logros y oportunidades. Fortalecer la
reflexion, el debate, la construccién, de-construccidon y difusion del conocimiento en torno a las
problematicas de la evaluacion, el curriculo y la docencia, vinculando el ejercicio investigativo a
redes de conocimiento en ambitos institucionales, de programas en los niveles de pregrado y
posgrado y educacién media. En este sentido documentar las experiencias y efectos de vincular

los dispositivos moviles al proceso de aprendizaje aporta evidencias a los objetivos de la linea.



42

4.4 Poblacion y muestra

4.4.1 Caracterizacion de la poblacion

La poblacion elegida es el conjunto de estudiantes de ingenieria de la Fundacion
Universitaria Los Libertadores, Institucion en la que se ha hecho este estudio, esta aprobada a la
fecha ante el Ministerio Nacional de Educacion (MEN), por tal motivo, la informacion general
que se relaciona en la tabla 5 a cerca de la misma, ha sido extraida fielmente el 4 de junio de
2018 del Sistema Nacional de Informacién de la Educacion Superior (SNIES) y se puede

encontrar y verificar en la pagina oficial https://snies.mineducacion.gov.co

Tabla 5.
Informacion general de la Fundacion Universitaria Los Libertadores

Nombre de La Institucion: FUNDACION UNIVERSITARIA LOS LIBERTADORES
Cédigo de la institucion: 2713
Numero de identificacion tributaria NIT: NO INFORMA
Principal o Seccional: PRINCIPAL
Naturaleza juridica: FUNDACION
Sector: PRIVADA
Caracter académico: INSTITUCION UNIVERSITARIA/ESCUELA

TECNOLOGICA

Departamento del domicilio: BOGOTAD.C.

Municipio del domicilio: BOGOTAD.C.

Direccion del domicilio: Carrera 16 63A-68

Teléfono del domicilio: 2544750

Norma de creacion: RESOLUCION 7542 (MEN)
Fecha de la Norma: 18/05/1982

¢Acreditada de alta calidad? NO

Fuente: Extraido de Sistema Nacional de Informacion de la Educuacién Superior (SNIES). (2018)

https://snies.mineducacion.gov.co/consultasnies/verInstitucion?codigo=2713


https://snies.mineducacion.gov.co/
https://snies.mineducacion.gov.co/consultasnies/verInstitucion?codigo=2713

4.4.2 Caracterizacion de la muestra
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Del total de estudiantes de la Fundacion Universitaria Los Libertadores se han elegido al

azar cuatro grupos que cursan el espacio académico Métodos Numeéricos durante el periodo

lectivo 2018-11 de la Facultad de Ingenieria y Ciencias Bésicas. En la tabla 6 se sintetiza la

informacion respectiva al tamafio de la muestra y otros datos concernientes a cada grupo.

Tabla 6

Informacidn de la muestra
4G de Solomon  Espacio Grupo Jornada NUmero Pre- Post-test

Académico de Integrantes Test

Grupo Métodos MAO0079-202  Nocturna 25 Si Si
Experimental Numéricos
G1
Grupo Métodos MAO0079-100 Diurna 25 No Si
Experimental Numéricos
G2
Grupo Control ~ Métodos MAO0079-204  Nocturna 25 Si Si
G3 Numéricos
Grupo Control ~ Métodos MAO0079-200 Nocturna 25 No Si
G4 Numéricos

Fuente: elaboracién propia del autor.

En total, se ha tomado una muestra de cien estudiantes de la Facultad de Ingenieria y

Ciencias Basicas de la Fundacion Universitaria Los Libertadores correspondiente al 100% de

estudiantes que cursaron el espacio académico Métodos Numéricos durante el periodo

académico 2018-2 dividido en cuatro grupos de veinticinco estudiantes, para realizar el

experimento de cuatro grupos de Solomon. El ciento por ciento de los estudiantes cuenta con un
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dispositivo movil apropiado para descargar la App “Calculadora Grafica” de GeoGebra, ademas,
la institucion ofrece cobertura de internet para realizar la descarga de la aplicacion via WiFi.
4.5 Técnicas e instrumentos de recoleccion de datos

Para la recoleccion de datos cuantitativos la técnica aplicada es el disefio experimental de
cuatro grupos de Solomon que se explica a detalle a continuacion.

4.5.1 Diseflo experimental en cuatro grupos de Solomon

Uno de los objetivos de esta investigacion es comparar el rendimiento de un grupo de
estudiantes a quienes se les aplica una unidad did4ctica disefiada desde el m-learning para el
aprendizaje de los polinomios de Taylor, su margen de error y acotacion, usando la App de
GeoGebra “Calculadora Grafica” como herramienta tecnologica mediadora, contra el
rendimiento de otro grupo de estudiantes a quienes se les ensefia el mismo tema pero de una
manera tradicional solo con lapiz, papel y una calculadora de bolsillo CASIO fx- 350MS. Con el
animo de comparar el rendimiento de los grupos se define que el grupo experimental seré el
grupo al cual se le aplica la unidad didactica con el App de GeoGebra y el grupo de control sera
el que aborda el tema de manera tradicional sin el App de GeoGebra. Se ha disefiado un
experimento en el cual se realiza un pre-test y un post-test para luego comparar los resultados
estadisticos que permitan observar y analizar los efectos de la intervencion en el grupo
experimental.

Se ha decidido implementar un disefio de cuatro grupos de Solomon para la comparacién

en el rendimiento de los grupos experimental y de control como se muestra en la tabla 7.



45

Tabla 7
Disefio experimental 4G de Solomon
Realizd Pre-test Interactu6 con el App Realiz Pos-test
de GeoGebra

Grupo Experimental 1 (G1)  Si Si Si
Grupo Experimental 2 (G2) No Si Si
Grupode Control1 (G3) Si No Si
Grupode Control2 (G4) No No Si

Fuente: Elaboracion propia del autor

El disefio experimental de cuatro grupos de Solomon tiene un alto prestigio y representa
el primer acercamiento serio al problema de la validez externa (Campbell & Stanley, 1963)
debido a que elimina el problema derivado de la exposicion al pre-test ya que este incrementa (o
disminuye) la sensibilidad de los sujetos al tratamiento, aumentando (o disminuyendo) los
efectos estimados de éste, lo que resulta decisivo a la hora de poder generalizar los resultados,
inconveniente que afecta tanto al disefio pre-test/post-test con grupo de control como al disefio
con grupo de control y s6lo post-test pero que es superado en el disefio de cuatro grupos de
Solomon al afiadir dos nuevos grupos que al no pasar por la condicion de pre-test permiten
contrarrestar el posible efecto de sensibilizacién previa al tratamiento (Garcia Perez, Frias
Navarro, & Pascual Llobell, 1999).

4.5.1.1 El pre test

El pre test consta de veinte preguntas de opcion multiple, cada una con cuatro opciones
de respuesta en las que una es correcta y las otras tres son distractores (Ver anexo 1). Con el pre
test se busca recoger informacion relacionada con el conocimiento previo que tienen los
estudiantes elegidos para el experimento en cuanto a:

1. Concebir el polinomio de Taylor como una aproximacion local de funciones.
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2. Entender el significado del término del error de truncamiento del polinomio de Taylor

y Su acotacion.

Para esto, el pre test se ha disefiado bajo el contexto de cuatro funciones diferentes y a

partir de cada funcidn se desarrollan cinco preguntas enfocadas a indagar algun aspecto referente

al polinomio de Taylor su margen de error o acotacién como se ve en la tabla 8.

Tabla 8
Aspectos a evaluar en el pre-test

Aspecto a evaluar

NuUmero de Pregunta

Reconoce el valor x, como un valor en torno al cual
se aproxima localmente el polinomio de Taylor a la
funcidn f(x).

Encuentra la ecuacion algebraica del polinomio de
Taylor correspondiente a la funcion f(x) en torno a
Xo-

Calcula el margen de error absoluto para un valor x
en una aproximacion numérica por polinomios de
Taylor.

Determina el término de error de truncamiento
correspondiente a un polinomio de Taylor de orden
n.

Acota el margen de error de truncamiento.

1,6,11,16.

2,712, 17.

3, 8,13, 18.

4,9,14,19.

5,10,15,20.

Fuente: Elaboracién propia del autor.

4.5.1.2 El post test

El post test consta de veinte preguntas de opcion maltiple, cada una con cuatro opciones

de respuesta en las que una es correcta y las otras tres son distractores (Ver anexo 4). La idea del

pos test es evaluar en una prueba exactamente los mismos temas que fueron evaluados en el pre
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test para poder comparar los resultados obtenidos después de la intervencion contra los
resultados obtenidos en el pre test y de esta manera poder generar algunas conclusiones a cerca
del efecto creado en el aprendizaje de los estudiantes a partir del tratamiento metodoldgico
basado en m-learning y GeoGebra App. La estructura del pos test es la misma del pre test
descrita en la tabla 3, lo Unico que cambia son las cuatro funciones escogidas como contexto para
las preguntas, ya que estas son de mayor complejidad para su analisis comparadas con las del pre
test. Las funciones elegidas en el pos test son funciones compuestas por funciones
trascendentales.

4.5.2 Prueba actitudinal en escala de tipo Likert

Para recoger datos cualitativos, uno de los instrumentos que se implementa es un test de
escala de tipo Likert. En este trabajo se entendera que un escalamiento de tipo Likert “Consiste
en un conjunto de items presentados en forma de afirmaciones o juicios, ante los cuales se pide la
reaccion de los participantes. Es decir, se presenta cada afirmacion y se solicita al sujeto que
externe su reaccion eligiendo uno de los cinco puntos o categorias de la escala. A cada punto se
le asigna un valor numérico. Asi, el participante obtiene una puntuacion respecto de la
afirmacion y al final su puntuacién total, sumando las puntuaciones obtenidas en relacion con
todas las afirmaciones”(Hernandez Sampieri, Fernandez Collado, & Baptista Lucio, 2014).

En esta investigacion se ha hecho la adaptacién de un test que originalmente se disefi6 en
Pert por Dumont (2015) que presenta una confiabilidad elevada bajo la escala de tipo Likert, ya
que considerando el total de los items se cuenta con un coeficiente alfa de Cronbach mayor a
0.80. A parte el autor sefiala que “el ambito propio de aplicacion es el alumnado de escuela
secundaria disefiado para edades entre doce a dieciséis afos, sin embargo puede ser ampliado a

edades superiores incluidas las universitarias” (Diaz Dumont, 2015). El objetivo de adaptar y
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aplicar este test, es medir las actitudes del grupo de estudiantes hacia el aprendizaje mediado por
la interaccion con la App “Calculadora Grafica” de GeoGebra desde sus dispositivos moviles.

El test consta de veinte items en total (ver anexo 5) en el que las primeras trece preguntas
indagan a cerca de factores actitudinales intrinsecos hacia las matematicas y los siete restantes a
cerca de factores extrinsecos. La intencion con este test actitudinal es poder recopilar
informacion cualitativa a cerca de la actitud de los individuos del grupo experimental frente a la
experiencia de haber abordado el tema del Polinomio de Taylor, margen de error y su acotacion,
mediado por la incorporacion de sus dispositivos moviles a la clase de Métodos Numéricos y la
interaccion con el App de GeoGebra “Calculadora Grafica”.

4.6 Propuesta Pedagogica

La propuesta pedagdgica postulada en esta investigacion es el disefio de las unidades
didacticas aplicadas e implementadas. Fue la actividad méas importante, ya que a través de ellas
se concretd y se puso en préactica la intencién de vincular el m-learning al proceso educativo en
la ensefianza del polinomio de Taylor para luego contrastar sus efectos e implicaciones mediante
la metodologia de 4G de Solomon.

El modelo de unidad didactica escogido es el que propone Miguel Angel Goémez
Mendoza (2003) que se estructura teniendo en cuenta los siguientes aspectos:

e Objetivos.

e Contenidos.

e Secuencia de contenidos

e Actividades.

e Actividades de evaluacion.

e Organizacion y gestion del aula.
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Como lo indica Gémez Mendoza esta estructura no es lineal abriendo la posibilidad a la
adaptacion constante en funcién de la idiosincrasia de quien la disefia ya que cualquier material
puede ser readaptado y completado para poder dar respuesta a las necesidades manifestadas en
el aula, “este proceso es complejo, relaciona muchas variables, y por ello no se puede
considerar que haya un camino Unico sino mas bien un ir y venir constante, pudiéndose entrar
en el por muchos caminos distintos” (pag. 17).

En la unidad didactica disefiada para la implementacion de m-learning y mediada por la
App de GeoGebra como herramienta de aprendizaje (Ver anexo 2), se busco llegar al concepto
del Polinomio de Taylor su margen de error y acotacion a partir de construcciones geométricas
dinamicas que llevan al estudiante a diferentes maneras de pensar en matematicas (Dick &
Hollebrands , 2011), mientras que en la unidad didactica disefiada de manera tradicional con la
calculadora CASIO fx-350 MS (Ver anexo 3), se trataron los mismos temas en el mismo orden
pero sin poder generar esa interaccion dindmica y se queda en un planteamiento estético de la
geometria que subyace al polinomio de Taylor. Las dos unidades didacticas fueron disefiadas
bajo los criterios orientadores para la toma de decisiones en el disefio de una unidad didactica
que expone Gomez Mendoza (2003) en su obra.

Las actividades de evaluacion en las unidades didacticas fueron disefiadas bajo el modelo
de competencias basado en evidencias (Icfes, 2019) que busca asegurar la validez mediante la
alineacion de los procesos y productos de las pruebas con sus objetivos.

El desarrollo de esta metodologia inici6 con la identificacion de lo que se pretendia
evaluar, en este caso, los conocimientos previos (con el pre test) o posteriores (con el pos test) de
los estudiantes en cuanto al polinomio de Taylor su margen de error y acotacion. Este tema esta

definido en el Syllabus del espacio académico Métodos Numéricos de la Fundacion Universitaria
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Los Libertadores para las carreas de Ingenieria Aeronautica, de Sistemas, y Mecanica. En esta
fase, participaron docentes de dicho espacio académico en ejercicio y expertos en evaluacion.
Una vez identificados los conocimientos a evaluar (ver tabla 2), el siguiente paso fue formular
las afirmaciones, que traducen el estandar en desempefios y permitieron dar cuenta del
significado y alcance de los puntajes obtenidos por los estudiantes. A partir de cada afirmacion
se construyeron las evidencias, esto es, las acciones o productos observables que hicieron posible
verificar los desempefios a los que se refieren las afirmaciones. Segln este modelo las evidencias
responden a qué deben hacer los estudiantes en las pruebas que permita inferir que tienen
determinadas competencias, conocimientos o habilidades. Las evidencias fueron la base para la
construccion de las preguntas de las pruebas. El siguiente paso fue la elaboracién de tareas,
entendidas estas como enunciados que dan pautas para la construccion de las preguntas o items
de una prueba, a través de estas se hizo posible caracterizar la dificultad o complejidad de las

preguntas.



Capitulo 5

Analisis de resultados

5.1 Analisis de resultados Pre-test Post-test

o1

Factores inter-sujetos

Etiqueta de valor

EXPERIMENTAL/CONTROL 0 CONTROL
PRE
POST
1 EXPERIMENTAL
PRE
POST
PRE/POST 1 PRE
2 POST

20

47

20

44

40

91

Se contd con una muestra de 100 estudiantes en total. Para los grupos control 20
individuos presentaron pre-test y 47 post-test, en el caso de los grupos experimentales 20

individuos presentaron pre-test y 44 post-test. Aquellos estudiantes control o experimental que

no lograron tener pareja se excluyen del andlisis por la naturaleza de la metodologia pues para el

antes después se requiere contar con apareamiento.
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Estadisticos descriptivos

Variable PORCENTAJE RESPUESTAS
dependiente: CORRECTAS
EXPERIMENTAL/CONTROL Media Desviacion N
estandar

CONTROL PRE 28 113 20
POST 57 ,208 47
Total 48 229 67

EXPERIMENTAL PRE 31 ,102 20
POST 71 ,180 44
Total 59 248 64

Total PRE 29 ,107 40
POST 64 207 91
Total ,53 ,243 131

Se tomd como variable dependiente de analisis el porcentaje de respuestas correctas. Se
observé que en el grupo control de pre test el porcentaje de respuestas correctas estuvo alrededor
del 28% con una desviacion del 11,3% y en el grupo post se encontré un aumento al 57% con
una desviacién mayor cercana al 20%. Aunque desde lo descriptivo se observa un aumento en el
promedio, también aumento la desviacion del porcentaje de respuestas correctas y se debe tener
en cuenta otros posibles factores que podrian influir en los estudiantes.

Se observd que en el grupo experimental de pre test el porcentaje de respuestas correctas
estuvo alrededor del 31% con una desviacion del 10,2% y en el grupo post se encontr6 un

aumento al 71% con una desviacion mayor cercana al 18%. Aunque desde lo descriptivo se
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observa un aumento en el promedio, también aumento la desviacién del porcentaje de respuestas

correctas y se debe tener en cuenta otros posibles factores que podrian influir en los estudiantes.

Ademas, se observa que al comparar los grupos pre test los resultados obtenidos son muy

similares tanto en promedio como en desviacion. Asi mismo en el post se observa que ambos

grupos aumentaron el porcentaje de respuestas correctas, sin embargo, aumenta en mayor medida

en el grupo que recibid el tratamiento lo cual puede ir de la mano con el aprendizaje obtenido

durante el proceso académico natural de los estudiantes.

En términos generales del pre test al pos test del disefio de experimentos en 4 grupos de

Solomon desde lo descriptivo se evidencian diferencias que se analizan para revisar si son

significativas.

Pruebas de efectos inter-sujetos

Variable

dependiente:

Origen

Modelo corregido
Interceptacion
EXPERCONTR
PREPOST
EXPERCONTR *
PREPOST

Error

Total

Total corregido

PORCENTAJE RESPUESTAS

CORRECTAS

Tipo 111 de suma de cuadrados

3,871a
24,246
,215
3,437

,086

3,820
45,043

7,691

gl Cuadratico

promedio
3 1,290
1 24,246
1 ,215
1 3,437
1 ,086
127 ,030
131
130

a. R al cuadrado = ,503 (R al cuadrado ajustada =,492)

42,891
805,970
7,150
114,261

2,844

Sig.

,000
,000
,008
,000

,094
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Al correr el ANOVA para el disefio de 4 grupos de Solomon se observa que el modelo

obtenido evidencia un porcentaje de ajuste del 50%, es decir que el 50% de los resultados

obtenidos se pueden explicar debido a la interaccion de los grupos y al disefio planteado. Y

aunque no es el mejor ajuste se puede considerar aceptable para este experimento.

Para el andlisis planteado podemos afirmar que el modelo es significativo al 5% de

significancia desde el punto de vista estadistico. El intercepto del modelo es significativo, y el

cambio en el pre test pos test de este experimento resulta significativo, por otro lado, la

interaccion grupo control experimental no resulta significativa y la interaccion entre experimento

control y pre post no es significativa al 5%.

1. EXPERIMENTAL/CONTROL

Variable dependiente:  PORCENTAJE RESPUESTAS

CORRECTAS
EXPERIMENTAL/CONTROL Media Error
estandar
CONTROL ,423 ,023
EXPERIMENTAL 511 ,023

Intervalo de confianza al

95%

Limite Limite
inferior superior
377 ,469
,465 ,557

Del modelo obtenido mediante el disefio de experimento podriamos inferir que en

aplicaciones similares del experimento con sujetos similares y con condiciones de control

similares a las que se plantearon para este experimento, se podria esperar que en los grupos
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control se alcance un porcentaje de respuestas correctas cercanas al 40% y en los grupos

experimentales alrededor del 51%.

2. PRE/POST

Variable PORCENTAJE RESPUESTAS

dependiente: CORRECTAS

PRE/POST Media Error Intervalo de confianza al 95%
estandar Limite Limite

inferior superior
PRE ,291 ,027 ,237 ,346
POST ,643 ,018 ,607 ,679

Por otro lado, del modelo obtenido mediante el disefio de experimento de Solomon
podriamos inferir que en aplicaciones similares del experimento con sujetos similares y con
condiciones de control similares a las que se plantearon para este experimento, se podria esperar
que en los grupos a los que se les mide el pre test se alcance un porcentaje de respuestas
correctas cercanas al 29% y en los grupos a los que se les mide el pos test alrededor del 64%.

Ahora, del modelo obtenido mediante el disefio experimental 4G de Solomon se puede
inferir que en aplicaciones similares del experimento con sujetos similares y con condiciones de
control similares a las que se plantearon para este experimento, se podria esperar que en la
interaccion del grupo control con pre test pos test se observe una variacion en los porcentaje de
respuestas correctas cercanas al 27% en el pre test y cercana al 57% en el pos test y en los
grupos experimentales a los que se les mide el pre test y el pos test alrededor del 31% para el
pre test y cercana al 71% para el pos test, lo que de alguna forma evidencia que el tratamiento

aplicado mejora los resultados en los estudiantes.
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3. EXPERIMENTAL/CONTROL * PRE/POST

Variable PORCENTAJE RESPUESTAS
dependiente: CORRECTAS
EXPERIMENTAL/CONTROL Media
CONTROL PRE 275
POST 571
EXPERIMENTAL PRE ,308
POST 715

Error

estandar

,039
,025
,039

,026

Intervalo de confianza al

95%

Limite Limite
inferior superior
,198 ,352
521 ,621
,231 ,384
,663 767

De forma grafica podemos hacer uso de los graficos de perfiles para analizar nuestros

resultados experimental control en el experimento planteado, podemos decir que al comparar los

resultados del pre test se observa que hay diferencias entre los grupos controles y los grupos

experimentales, lo cual es usual en grupos en contextos educativos, entonces estamos cercanos a

nuestra realidad. Y no hay interaccion en los resultados lo cual concuerda con nuestra propuesta

de experimento al eliminar el efecto de interaccion.

Medias marginales estimadas de PORCENTAJE RESPUESTAS CORRECTAS

PRE/POST

~——FPRE
—— POST

87

69

Medias marginales estimadas
“q

CON'IFF!OL E:{PERIIIAENTAL
EXPERIMENTALICONTROL
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5.2 Analisis De Resultados Test de Actitud
Para el andlisis de confiabilidad se verifica el alfa de Cronbach para el instrumento en
cada una de las dos dimensiones de forma individual, y en conjunto en donde se observé que:

5.2.1 Escala Dimensiéon Intrinseca

Estadisticas de fiabilidad

Alfa de Cronbach Alfa de Cronbach basada en elementos estandarizados N de elementos

767 ,808 13

Frente a la dimensién intrinseca se encontrd un coeficiente de 0,77, lo cual se considera
aceptable.

5.2.2 Escala Dimension Extrinseca

Estadisticas de fiabilidad

Alfa de Cronbach Alfa de Cronbach basada en elementos estandarizados N de elementos

,953 553 7

Frente a la dimensién extrinseca se encontrd un coeficiente de 0,55, lo cual se considera

moderado.



5.2.3 Escala Total Actitudinal

Resumen de procesamiento de casos

N

Casos Vaélido 37
Excluidoa 0

Total 37

a. La eliminacion por lista se basa en todas las variables del procedimiento.

Estadisticas de fiabilidad

Alfa de Alfa de Cronbach basada en elementos N de
Cronbach estandarizados elementos
,806 ,831 20

%

100,

0,0

100,

Frente a la dimensién Total del instrumento se encontré un coeficiente de 0,80, lo

cual se considera Bueno.
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5.2.4 Analisis descriptivo

A continuacion, se presentan los gréaficos descriptivos univariados correspondientes a
cada pregunta

Pregunta 1. Cuando se incluye la interaccion con GeoGebra desde mi dispositivo

movil, pongo mucho interés en lo que hacemos en la clase de métodos numéricos.

80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%
10%

68%

32%

0% 0% 0%
0%
Siempre Casi Siempre Algunas Veces Muy Pocas Nunca
Veces

Pregunta 2. Cuando se incluye durante las clases la interaccion con GeoGebra

desde mi dispositivo maévil, deseo con frecuencia que no termine.

70%
60%
50%
40%
30%
20%
10%

0%

59%

Siempre  Casi Siempre Algunas Veces Muy Pocas Nunca
Veces

Pregunta 3. Pongo gran atencion a lo que dice el profesor en la clase de métodos

numeéricos, cuando se incluye en la metodologia, la interaccion con GeoGebra desde mi



dispositivo movil.

80%

70%

70%

60%

50%

40%

27%

30%

20%

10%

3%

0% 0%
0%
Siempre Casi Siempre Algunas Veces Muy Pocas Nunca
Veces

Pregunta 4. Cuando se incluye la interaccion con GeoGebra desde mi dispositivo
movil, tomo parte en las discusiones o actividades que se realizan en clase, pues siento el

deseo de hacerlo.

60%
50% 49%

(]
41%

40%
30%

20%

11%

10%

0% 0%
0%
Siempre Casi Siempre Algunas Veces Muy Pocas Nunca
Veces

Pregunta 5. Cuando se incluye la interaccion con GeoGebra desde mi dispositivo

movil, NO me distraigo en clase haciendo garabatos, hablando con mis compafieros/as o



pasandome notas.

60%

49%

50%

40%

30%

20%

10%

0%
Siempre Casi Siempre Algunas Veces Muy Pocas Nunca
Veces

Pregunta 6. Cuando se incluye la interaccion con GeoGebra desde mi dispositivo
movil, a menudo soy yo el que expongo a mis comparieros/as el trabajo realizado en clase,

pues siento el deseo de hacerlo.

45% 41%
40%
35%
30%
25%
20%
15%
10%

5%
0%

0%
Siempre Casi Siempre Algunas Veces Muy Pocas Nunca
Veces

Pregunta 7. Cuando se incluye la interaccion con GeoGebra desde mi dispositivo

movil en clase de métodos numéricos, no suelo aburrirme o quedarme dormido.



60%

54%
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40%
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20%

10%

0%
Siempre Casi Siempre Algunas Veces Muy Pocas Nunca
Veces

Pregunta 8. Cuando se incluye la interaccion con GeoGebra desde mi dispositivo
movil en el espacio académico de métodos numéricos, realizo trabajos extra que me

permitan seguir experimentando en el App por mi propia iniciativa.

40% 38%
35%
30%
25%
20%
15%
10%

5%

0%

0%
Siempre Casi Siempre Algunas Veces Muy Pocas Nunca
Veces

Pregunta 9. Cuando se incluye la interaccion con GeoGebra desde mi dispositivo

movil en clase de métodos numéricos, me siento a gusto y bien.
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Pregunta 10. Cuando se incluye la interaccién con GeoGebra desde mi dispositivo

movil, termino satisfecho con las actividades académicas que se realizan en el salén.

70% 65%
60%
50%
40%
30%
20%

10%
0%

0%
Siempre Casi Siempre Algunas Veces Muy Pocas Nunca
Veces

Pregunta 11. Estoy satisfecho con mi aprendizaje del Polinomio de Taylor y su

margen de error, después de haber interactuado y experimentado en el App de GeoGebra.
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Pregunta 12. Mis expectativas son altas al inicio de la clase, porque pienso que el

docente utilizara recursos que conozco como el App de GeoGebra y aprenderé mejor.

60%

54%

50%

40%

30%

20%

10%
0%

0%
Siempre Casi Siempre Algunas Veces Muy Pocas Nunca
Veces

Pregunta 13. Se colmaron mis expectativas con respecto a la forma de ensefiar del
profesor, cuando €l incluy6 la experimentacion en el App de GeoGebra desde mi

dispositivo movil.
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Pregunta 14. Considero que la motivacion por los estudios, es resultado de
interactuar con el profesor usando diversos medios como lo es el App de GeoGebra para

dispositivos moviles.

70% 65%
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40%

35%
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20%
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0% 0% 0%
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Siempre Casi Siempre Algunas Veces Muy Pocas Nunca
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Pregunta 15. Considero que el esfuerzo desplazado en el proceso de aprendizaje

debe estar encauzado de forma productiva, mediante la motivacion.
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Pregunta 16. Considero que los mismos estudiantes deben asumir la

responsabilidad de auto motivarse.

0,
60% 54%

50%

41%

40%

30%

20%

10%

5%

0% 0%
0%
Siempre Casi Siempre Algunas Veces Muy Pocas Nunca
Veces

Pregunta 17. Considero que los docentes deben ser creativos para planear sus temas
tratados, y que sean unos docentes actualizados que incluyan en sus clases herramientas

tecnoldgicas como el App de GeoGebra para dispositivos moviles.
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Pregunta 18. Estoy satisfecho con la productividad en mis estudios.

80%

70%

60%

50%

40%

30%

20%

10%

0%

68%

30%

3%
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Pregunta 19. Estoy satisfecho con el logro de mis metas académicas en

matematicas.
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Pregunta 20. Considero que la aplicacion de GeoGebra “Calculadora Grafica”,
utilizada por el profesor ayuda a entender mejor el tema Polinomios de Taylor y al

entenderlo me siento con ganas de investigar mas.

90% 84%
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40%
30%

16%

20%
10%
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Estadisticos descriptivos



Minim | Maxim | Medi | Desviacion
N 0 ] a estandar
P1 37 4 5 4,68 | 475
P2 37 2 5 3,84 | ,688
P3 37 3 5 4,68 | ,530
P4 37 3 5 430 | ,661
P5 37 1 5 4,22 | 1,004
P6 37 2 5 3,46 | ,900
P7 37 1 5 4,05 | 1,332
P8 37 2 5 3,86 | ,976
P9 37 3 5 451 | ,651
P10 37 2 5 4,54 | 730
P11 37 3 5 4,62 | ,639
P12 37 2 5 446 | ,691
P13 37 4 5 4,81 | ,397
P14 37 4 5 4,65 | ,484
P15 37 2 5 457 | ,647
P16 37 3 5 4,49 | ,607
P17 37 3 5 4,68 | ,530
P18 37 3 5 4,65 | ,538
P19 37 3 5 459 | 551
P20 37 4 5 484 | 374
N valido (por
37

lista)
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5.3 Descripcién de experiencias

En esta seccidn, se muestran algunos registros extraidos durante el transcurso del trabajo
que sirven como evidencia documental de las experiencias y los efectos observados durante el
proceso de investigacion llevado a cabo. Se realiz6 una encuesta andnima para que los
estudiantes se sintieran libres de contestar sinceramente, formulando tres preguntas acerca de su
experiencia vivida durante la interaccion con el App “Calculadora Grafica” de GeoGebra desde
su dispositivo movil para el aprendizaje del polinomio da Taylor. Las preguntas fueron:

¢Siente usted que adquiere un mejor aprendizaje de las matematicas vinculando la
aplicacion de GeoGebra al desarrollo del curso?

¢Siente usted que la clase es mas amigable con la vinculacion metodoldgica de
GeoGebra?

¢Cémo percibe usted que se vincule a la clase de matematicas el aprendizaje mediado con
el dispositivo mavil?

En las imagenes 1, 2, 3y 4 se puede ver como los estudiantes destacan la importancia que
tiene la ayuda visual por medio de las gréaficas que ofrece GeoGebra para entender mejor los
conceptos matematicos de estudio, varios de ellos hacen esta misma reflexion, por lo tanto, un
efecto positivo que se observa de haber vinculado el App de GeoGebra en el aprendizaje del
polinomio de Taylor, es que los estudiantes perciben con satisfaccion poder apreciar visualmente
las graficas de las funciones y de esta manera ver con mas detalle el objeto matematico, es decir,

el apoyo visual que ofrece la App en el aula de clase es muy bien recibido por los alumnos.
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Imagen 1. Elaboracion propia del autor.
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Imagen 2. Elaboracién propia del autor.
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Imagen 3. Elaboracién propia del autor.
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Imagen 4. Elaboracién propia del autor.

Algunos estudiantes muestran cierta afinidad con la vinculacion de GeoGebra al proceso
de aprendizaje, sin tanto entusiasmo como en los casos anteriores, sin embargo, describen de
manera positiva la experiencia del trabajo con la App, como ejemplo de este fendmeno se
observa en la imagen 5 la respuesta de un estudiante que contesta con monosilabos, sin mucho
interés, pero de todas maneras si siente que su aprendizaje es mejor cuando se vincula la App de

GeoGebra a la clase de matematicas

Imagen 5. Elaboracién propia del autor.
Otra experiencia positiva de vincular el App de GeoGebra al proceso de aprendizaje del

polinomio de Taylor es que la mayoria de estudiantes manifestaron sentir la clase mas amigable
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debido a que entienden mejor los temas y a que pueden verificar sus resultados en el App desde

su dispositivo movil como se puede ver en las imagenes 6, 7y 8

T u%‘ ] 1 .
(ZY B L VY Glel o] CVas¢ (€S [Imas ngﬂéz\o‘re,
=T AT\ 5| dwdcbWalbon heHERb\aal od 0 CO\re )
1 A | §3] .
wEolibt B vheintt £ 110 gekd Aodndd [euRizkAel. €9
Augn® [¥enley . Blotuol e ool [Gd EOPa a]le
4ol d Yoi, (3 rispedts [de(d Drdachsh| Y hh |,
B s ddeda W Vas mRY | de| falidab [M/d B WAl ] kel
| dblentel 1 el \bielh afg i ZHel th st dwl elvl dogo
o v A A o 1 (

Imagen 6. Elaboracién propia del autor.
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Imagen 8. Elaboracién propia del autor.

Otro efecto positivo observado durante la intervencidn es que en términos generales los

estudiantes perciben de forma positiva que se vincule a la clase de matematicas el m-learning,

algunos de ellos afirmaron sentir la clase méas amena cuando se interactGa con el dispositivo

movil en clase (ver imagen 9) que es bueno vincular el dispositivo movil a la clase porque en el

trabajo lo usan como herramienta para hacer consultas que no necesariamente necesitan saber

todo de memoria (ver imagen 10) que el dispositivo movil les ofrece una alternativa de ayuda

para optimizar tiempo en célculos (ver imagen 11)

‘{X QP\BWL i\ S OvP\d( md s
‘-*L. \7 o \Ao. Cq L &)CIQ ¢

ean(u\ oo Foenusy

g\.\ ‘/\Q LE TS G MNPNO ‘LQYV‘)O

03 .



75

Imagen 9. Elaboracidon propia del autor.

Imagen 10. Elaboracion propia del autor.
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Imagen 11. Elaboracion propia del autor.

Sin embargo, cabe resaltar una experiencia positiva y es la postura critica de algunos
estudiantes que sugieren un uso responsable del dispositivo movil durante la clase, sefialan que
se puede incurrir en el uso inadecuado y generar dispersién en la atencion del grupo, también se
encuentran reflexiones mas profundas, afirmando que ligar todo el conocimiento con la App

puede dejar ciertos vacios conceptuales algebraicos o matematicos, ver imagenes 12, 13,14 y 15.
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Imagen 12. Elaboracién propia del autor.
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Imagen 13. Elaboracion propia del autor.
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Imagen 15. Elaboracion propia del autor.

Como experiencia del proceso, es muy importante entender que los estudiantes ven con
optimismo la vinculacion de la App de GeoGebra al proceso de aprendizaje del polinomio de
Taylor, no obstante, toda la implementacion debe estar acompafiada de una buena actitud del
docente frente a la propuesta metodolégica del m-learning como lo sefialan algunos de los

estudiantes (Ver imagen 16)
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Imagen 16. Elaboracion propia del autor.

Esta encuesta informal fue validada coherentemente por los resultados estadisticos

obtenidos de la encuesta de tipo Likert que tiene una buena confiabilidad.

Por otra parte, el analisis estadistico de los resultados de pre test pos test mostré un efecto

positivo en el logro académico de los grupos experimentales. Los grupos que interactuaron con
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el App de GeoGebra desde su dispositivo mévil obtuvieron mejores resultados en la prueba pos
test que los grupos que trabajaron tradicionalmente con la calculadora Casio fx-350MS. Este es

un efecto positivo de la propuesta metodolégica de m-learning.
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Capitulo 6

Conclusiones, recomendaciones y trabajo futuro

Se disefiaron e implementaron dos unidades didacticas para el aprendizaje del polinomio
de Taylor su margen de error y acotacion. Una se construyd bajo el enfoque metodoldgico de m-
learning vinculando la App de GeoGebra “Calculadora Grafica” y la otra se disefié de manera
tradicional sin usar mas herramientas tecnoldgicas que la calculadora CASIO fx-350 MS.

El App de GeoGebra permite crear construcciones geométricas dindmicas dando paso a la
experimentacion con objetos matematicos inherentes al polinomio de Taylor desde su dispositivo
movil, mientras que la calculadora CASIO fx-350MS no permite dicha dinamica.

Se realiz6 un experimento 4G de Solomon para comparar los resultados de un pre test
contra los de un post test y de esta manera evidenciar cuantitativamente el efecto que tuvo la
intervencion en el logro académico de los estudiantes.

Los grupos que utilizaron la App de GeoGebra por medio de la interaccion con su
dispositivo movil, obtuvieron mejores resultados en el post test, lo cual es evidencia de un efecto
positivo de la vinculacion del m-learning y la App “Calculadora Grafica” de GeoGebra en el
aprendizaje del polinomio de Taylor su margen de error y acotacion.

Al documentar las experiencias de manera cualitativa se observo que los estudiantes, en
términos generales, son afines con la vinculacion del uso de dispositivos moviles en la clase de
matematicas y gustan de la interaccion con la App de GeoGebra, sienten que aprenden mas, que
el apoyo visual les ayuda a comprender mejor el tema y que su actitud tanto intrinseca como

extrinseca hacia las matematicas es positiva.
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Se adapto un test de escala tipo Likert para conocer la actitud de los estudiantes con
respecto a la vinculacion del m-learning y la App de GeoGebra a la clase de matematicas y
obtuvo una confiabilidad buena con un coeficiente alfa de Cronbach superior a 0,8, mostrando la
viabilidad del test para ser aplicado en estudios futuros en Colombia.

Segun la informacion recogida del test de actitud en escala Likert y la encuesta realizada
se puede afirmar que los estudiantes sienten méas gusto de aprender el concepto del polinomio de
Taylor, su margen de error y acotacion cuando se interactta con el App de GeoGebra desde su
dispositivo movil en el aula de clase.

Como sugerencia, algunos estudiantes manifestaron que incorporar el dispositivo moévil a
la clase de matematicas es bueno, porque tiene ventajas como la parte visual de los objetos
matematicos y la posibilidad de generar construcciones geométricas dindmicas que permiten
explorar, sin embargo, advierten que se debe tener precaucion y hacer un uso responsable del
dispositivo que sirva a fines educativos, de lo contrario puede ser contraproducente.

Para obtener resultados similares a los de este estudio se aconseja contar con una
poblacién similar en condiciones similares tanto en acceso a internet como a dispositivos
moviles acordes al disefio metodolégico. Cabe resaltar que el App de GeoGebra solo necesita de
internet para la descarga y actualizacion de resto funciona correctamente sin necesidad de
conexion.

En definiciones de m-learning se habla de este como una herramienta que sirve a la
democratizacion del conocimiento en el sentido que una persona puede aprender en cualquier
momento y desde cualquier lugar. Esta investigacion se desarrollo en el horario de la clase y en

el aula, sin embargo, queda abierta la posibilidad de indagar la experiencia del m-learning con
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una poblacion conformada por individuos ubicados en diversos lugares, horarios y condiciones
particulares para poner a prueba si los estudiantes pueden acceder al conocimiento matematico
atravesando barreras de tiempo y espacio mediante la interaccion con la App de GeoGebra desde

su dispositivo mavil.
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ANEXO 1: PRE TEST

Responda las preguntas 1-5 con base en la figura 1.

N
\
\
— I
fla) = e ,
!
8 i r 1 2 3

Figura 1.

1. La figura 1 muestra la funcion f(x) = e* y el polinomio de Taylor P;(x) que la

aproxima localmente en torno a:

a) xp=0 b) xp =1

C) yo=1 d yo=0




La ecuacion correspondiente al polinomio de Taylor que se muestra en la figura 1 es:

113

3

2
b) —1+x—=+=
2 6

2 3
d) 1+x+=+=
2 6

El error absoluto determinado al aproximar el valor numérico de e°3 mediante el

polinomio de Taylor P;(x) de la figura 1 es:

a) 0.000358807

b) 0.358807

c) 0.00358807

d) 0.0358807

El término de error |R;(x)| correspondiente al polinomio de Taylor de tercer orden en

torno a x, = 0 para la funcion f(x) = e* es:

gtel x*eb

2 e b [
Para § entre 0y x Para € entre 0 y x
x*eb g*et

9 1= D

Para0 <& <x

Para0 <& <x
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5. Al aproximar el valor numérico de e°3 usando el polinomio de Taylor del numeral 4, el

término del error de truncamiento o residuo |R;(x)| se puede acotar por:

a) 0.003375 < |Rs(x)| < 0.004555

b) 0.3375 < |Rs(x)| < 0.4555

¢) 0.03375 < |Rs(x)| < 0.04555

d) 0.0003375 < |Rs(x)| <

0.0004555




115

Responda las preguntas 6-10 con base en la figura 2.

4
3
2
- T =~ ~
# ~
1 z \
f(@) = sen(x) 7 .
\
I [}
12 14 12 3 s I s 7
\ I
\ /
-1 \
-~ ’
S~ -
-2
P4(x)
4
Figura 2.

6. Lafigura 2 muestra la funcion f(x) = sen(x) y un polinomio de Taylor que la aproxima

localmente en torno a:

a) Xog =T b) x0=0

C) yo=1 d yo=0
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7. La ecuacion correspondiente al polinomio de Taylor que se muestra en la figura 2 es:

_ 3
a) m— x4+ &

b) 7T+x—M

—0n)3
C) 4 x =D

(x-m)°

d) —m—x+—=

8. El error absoluto determinado al aproximar el valor numérico de sen(3) mediante el

polinomio de Taylor P;(x) de la figura 2 es:

a) 0.0000474

b) 0.00000000474

c) 0.000474

d) 0.000000474

9. El término de error |R5(x)| correspondiente al polinomio de Taylor de tercer orden

desarrollado en torno a x, = m para la funcion f(x) = sen(x) es:

—)4 4
a) (x-) coS(E_.)| b) |x sen(E_,)|
4! 4!
Para0 < ¢ <x Param <& <x
—m)4 4
0) (x-m) Sen(f,)l d) |x cos(é’;)|
4! 4!

Paragentremy x

Para g entremy x
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10. Si se aproxima el valor numérico de sen(0.3) usando el polinomio de Taylor del numeral

9, entonces el término del error de truncamiento o residuo |R5(x)| se puede acotar por:

a) 0.0474 < |Rs3(x)| < 0.474 b) 0< |Rs(x)| < 0.000000474

) 0.000474 < |R5(x)| < 0.00474 d) 0.000474 < |R5(x)| < 0.00474




Responda las preguntas 11-15 con base en la figura 3.

Figura 3.

11. La figura 3 muestra la funcion f(x) = +/x y un polinomio de Taylor que la aproxima

localmente en torno a:
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a) XO=2

b) yo =4

C) Yo=2

d) x0=4‘




12. La ecuacion correspondiente al polinomio de Taylor que se muestra en la figura 3 es:
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a) 24 0.25(x —4)+0.03125 + 0.01171875

@—4)°
6

b) —2 + 0.25(x — 2) — 0.03125 %=2% 4 0.01171875

(x—2)3
6

YAYA — 3
¢) 2+0.25(x — 4) — 0.03125 =" 4 0.01171875 ==

d) —2-0.25(c —2) - 0.03125 %22 — 0,01171875 &2~

13. El error absoluto determinado al aproximar el valor numérico de v2 mediante el

polinomio de Taylor P;(x) de la figura 3 es:

a) 0.5322566747

b) 0.0076614376

c) 0.2458522411

d) 0.0749852245
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14. El termino de error |R5(x)| correspondiente al polinomio de Taylor de tercer orden

desarrollado en torno a x, = 4 para la funcion f(x) = vx es:

) 5(x—4)* b) _ 15(x—4)*
7 7
12882 128¢2
Para & entre 4y x Para & entre 4y x
15(x—4)* 5(x—4)*
c) d |-
1285% 1285%
Para0 <& <4 Parax < <4

15. Si se aproxima el valor numérico de v/2 usando el polinomio de Taylor del numeral 14,

entonces el término del error de truncamiento o residuo |R;(x)| se puede acotar por:

a) 0.0002441406 < |Rs(x)| <

0.039062465

b) 0.0024414065 < |R;(x)| <

0.039062465

c) 0.002441406 < |Rs(x)| <

0.003906246

d) 0.0002441406 < |Rs(x)| <

0.039062465




Responda las preguntas 16-20 con base en la figura 4.

-3 -2

flz) = In(z)

Figura 4.
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16. La figura 4 muestra la funcion f(x) = In(x) y un polinomio de Taylor que la aproxima

localmente en torno a:

a) szo

b) x0=1

C) Yo=1

d y0=0




17. La ecuacion correspondiente al polinomio de Taylor que se muestra en la figura 4 es:
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—_1)2 —_1)\3
a) —x—1+& G
2 3

(x—1)2 n (x—1)3

b) —x+1-
2 3

—_1\2 —_13)3
O x—1- GV G
2 3

(x-1)3

—1)2
d x+1-E2 4
2 3

18. El error absoluto determinado al aproximar el valor numérico de In(1.3) mediante el

polinomio de Taylor P;(x) de la figura 4 es:

a) 0.00001635735

b) 0.01635735

c) 0.001635735

d) 0.0001635735

19. El término de error |R5(x)| correspondiente al polinomio de Taylor de tercer orden

desarrollado en torno a x, = 1 para la funcion f(x) = In(x) es:

(x-1)*
a) |_ 484

Para g entre 1y x

(x-1)*
4184

m|—

Paral < ¢ <x

) |-

Paral < ¢ <x

6(x—1)*

d) |-%=

Para & entre 1y x
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20. Si se aproxima el valor numérico de In(1.3) usando el polinomio de Taylor del numeral

19, entonces el término del error de truncamiento o residuo |R3(x)| se puede acotar por:

a) 0.00709 < |R;(x)| < 0.02025

b) 0.0000709 < |Rs(x)| < 0.002025

c) 0.0000709 < |Rs(x)| <

0.0002025

d) 0.000709 < |R5(x)| < 0.002025

TABLA DE RESPUESTAS:

10

111121314 |15|16 |17 | 18|19

20

iBENDICIONES!
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ANEXO 2: UNIDAD DIDACTICA CON GEOGEBRA APP

UNA ESTRATEGIA DE APRENDIZAJE DEL CONCEPTO DE POLINOMIOS DE
TAYLOR, SUERROR DE TRUNCAMIENTO Y ACOTACION MEDIANTE LA
INTERACCION CON LA APP DE GEOGEBRA “CALCULADORA GRAFICA” PARA

DISPOSITVOS MOVILES.

1. Descripcion

Esta unidad didactica se ha fundado en la base del aprendizaje mévil o m-learning, para que los
estudiantes de la Fundacion Universitaria Los Libertadores en el periodo académico 2018-II
puedan construir el concepto de los polinomios de Taylor mediante la interaccion con la App de
GeoGebra “Calculadora Grafica” desde su dispositivo moévil ya sea celular, celular inteligente,

Tablet o iPads.

Para esto se han disefiado cuatro actividades: una actividad de entrada con animo de evaluar el
conocimiento que tienen los estudiantes antes de la intervencién, dos actividades de aprendizaje
cimentadas en el aprendizaje mdvil mediante la interaccion con la App de GeoGebra y una

actividad de salida para evaluar los resultados obtenidos después de la intervencion.

El trabajo de los estudiantes se centra en la premisa del m-learning de democratizar el
conocimiento de tal manera que una persona pueda aprender en cualquier momento y desde
cualquier lugar. La experimentacion se hace individualmente desde la interaccion con GeoGebra,

pero se pueden socializar los descubrimientos evidenciados para generar aprendizaje entre pares.
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2. Objetivos

2.1 General

El proposito general de esta unidad didactica es que los estudiantes de la Facultad de Ingenieria y
Ciencias Bésicas de la Fundacion Universitaria Los Libertadores, durante el periodo académico
2018-11, adquieran la competencia para desarrollar un polinomio de Taylor que aproxime la
funcion f(x) en torno a un valor x, de su dominio, asi como la competencia de cuantificar su
margen de error y acotacion en funciones particulares como f(x) = e a partir de la
exploracion del concepto mediante la interaccion con la App “Calculadora Gréfica” de

GeoGebra desde sus dispositivos moviles.

2.2 Especificos

Como evidencia de haber conseguido las competencias descritas en el objetivo general, cada

estudiante debera desarrollar las siguientes tareas a partir del desarrollo de esta unidad didactica:

2.2.1 Construir en GeoGebra desde su dispositivo movil un aplicativo que muestre la funcién

f(x), un polinomio de Taylor del orden requerido, y el valor x, .

2.2.2 Verificar en la App De GeoGebra que los polinomios cumplen la propiedad de ser

continuos en todo su dominio.



2.2.3

224

2.2.5

2.2.6

2.2.7

2.2.8

2.2.9

2.2.10
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Verificar en la App De GeoGebra que los polinomios cumplen la propiedad de ser

diferenciables en todo su dominio R

Reconocer desde la interaccion con la App de GeoGebra que los polinomios cumplen la

propiedad de ser suaves o infinitamente diferenciables en todo su dominio R

Identificar desde la gréfica en que aparece una funcion f(x) y un polinomio de Taylor, el

valor x, y sefialar el intervalo en que este aproxima la funcion.

Inspeccionar en gréficas, que el polinomio de Taylor aproxima los valores reales de la

funcion f(x) en un intervalo en torno a x, y no en todo su dominio

Calcular las n primeras derivadas de la funcion f(x) y del polinomio B,(x) y evaltar en

X = Xq correctamente.

Relacionar la ecuacion general del polinomio de Taylor y aplicarla en casos particulares

para determinar aproximaciones de funciones especificas en torno a valores puntuales.

Establecer procedimentalmente el calculo del residuo R, (x) correctamente.

Determinar en graficos de R, (x) el significado que tiene el valor & en su acotacion.
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2.2.11 Acotar numéricamente el margen de error de truncamiento en el polinomio de Taylor a

partir de su visualizacion en GeoGebra para dispositivos maviles.
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3 Contenidos

En este apartado se hace una breve introduccion al uso de la App “Calculadora Grafica” de
GeoGebra para dispositivos moviles, explicando cémo descargarla, como configurarla y como
aplicar algunos comandos sencillos que se utilizaran durante la actividad, esto con el &nimo de
tener un desarrollo adecuado de la unidad didactica. También se muestra un marco disciplinar
gue tiene como objetivo explicar matematicamente el concepto de los polinomios de Taylor y la

importancia que tienen en la aproximacion local de otras funciones.

3.1 Marco Tedrico

En el presente manual se relacionan los pasos para instalar la version mas reciente de la App de
GeoGebra en dispositivos mdviles Android o 10S. Adicionalmente los pasos para su

configuracion.

3.1.1 Descarga para Android

Para descargar GeoGebra en disposoitivos mdviles con sistema operativo Android se deben

llevar a cabo los siguientes pasos:

3.1.1.1 Buscar la Play Store, como se visualiza en la Figura 1, del equipo Android e ingresar:



>

Google Play Store

,E:j ( ¢ é

—Tigo-Music Deezer Tigo Shop Smartapps

tico
=

musie

(ticg) News  H<0

y, ~.ll5'6
Mi Tigo Web Tigo Tigo News Tigo Sports

Figura 1

3.1.1.2 Buscar la aplicacion de GeoGebra “Calculadora Grafica GeoGebra” en la barra de

busqueda de Google Play como se ve en la Figura 2. Hacer clic en instalar:

¢ geogebra 9
Calculadora Grafica GeoGebra
International GeoGebra Institute
® Todos

12MB*4,6*+1 millon +

ce@ra HH

| MAS INFORMACION ‘ INSTALAR

Articulos que te pueden gustar VER MAS

N

GeoGebra i GeoGebra i Mathway
Geometria Calculad...

12 MB 13 MB 41 MB 19N

Figura 2
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3.1.1.3 La aplicacion solicita el permiso que requiere acceso para funcionar (Figura 3). Hacer

clic en aceptar:

Calculadora Grafica
GeoGebra
requiere acceso a

Fotos/Medios/
Archivos

Informacién de
conexion Wi-Fi

Informacion de
conexion de Bluetooth

Google Play G Pay ACEPTAR

Figura 3

3.1.1.4 Al hacer clic en aceptar, se inicia la descarga la cual indica que la aplicacién ocupa un
espacio en la memoria de 66,00 KB/10,87 MB en el dispositivo movil e inicia la

instalacion. Como se observa en la Figura 4 y Figura 5:



& geogebra 4

< geogebra

(=

Calculadora Grafica GeoGebra

Calculadora Gréfica GeoGebra
International GeoGebra Institute International GeoGebra Institute
© Todos © Todos

12MB* 4,6

Ge

Dynamic M

66,00 KB/10,87 MB

*+ 1 millén *

12MB*4,6*+ 1 millén *

brq

r Every

Articulos que te pueden gustar

i i GeoGebra : GeoGebra Mathway
GeoGebra : GeoGebra Mathway ¢ Pho Geometria Calculad...
i Iculad... h
Geometria Calculad BB . ATHIE
12 MB 13 MB 41 MB 19 N
< O O < O O

3.1.1.5 Una vez finalizada la descarga, se habilita la opcion de abrir la aplicacion (Figura 6),

Figura 4

& geogebra g
Calculadora Gréfica GeoGebra
International GeoGebra Institute
® Todos

4,6*(25.621 &)+ 1 millén *

Gefobro I E

‘ DESINSTALAR ABRIR

Articulos que te pueden gustar VER MAS

GeoGebra : GeoGebra i Mathway i Pho
Geometria Calculad... h

12 MB 13 MB 41 MB 19N

= Dynamic Ma for Everyone s
== e
0% X Instalando.
2 Articulos que te pueden gustar
VER MAS

131
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Figura 6

3.1.1.6 Al hacer clic en el boton ABRIR se llega a la interfaz de GeoGebra “Calculadora

Grafica” para dispositivos moéviles que se muestra en la figura 7:

= 2 o
8 6 ‘4 -2 0 2 4 6 8
-2
-4
8 & :
+ |
123
X y z m 7 8 9 x =+
P x i e 4 5 6 + -
< > = =2 1 2 3 =
( ) Ed , o < > &

Figura 7
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iFelicitaciones ya Tienes la App de GeoGebra Ahora puedes explorar y crear tus propios
conceptos desde tu dispositivo movil de Android en el momento que quieras y desde el lugar

que prefieras!
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3.1.2. Descarga para IPhone

Para descargar GeoGebra en disposoitivos moviles con sistema operativo 10S (IPhone) debe
seguir los pasos relecionados a continuacion:

3.1.2.1 Ingresar a la App Store del equipo IOS como se puede observar en la Figura 8:

Hoy vy

PASO A PASO
Fotos de futbol
perfectas

Figura 8

3.1.2.2 Buscar la aplicacion GeoGebra tal como se observa en la Figura 9. Hacer clic en obtener:
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L geogebra @ Cancelar

® Calculadora Grafica Geo...
jucacién OBTENER
@ kkkks

|

A ARTICULO

Héroes inesperados

"
S

@ . 4

(C
19
jo)

Figura 9

3.1.2.3. Al hacer clic en obtener, se visualiza procesando la descarga (Figura 10).
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1 geogebra @ Cancelar

Calculadora Grafica GeoG...
jucaciér
@  wrnn

& ARTICULO
Héroes inesperados

\

Figura 10

3.1.2.4 El App Store solicita que se compruebe la instalacion como se visualiza en la Figura 11.

Haga clic en instalar.



App Store Cancelar

INTERNATIONAL GEOGEBRA INSTITUTE
(1G1)
APP

N CALCULADORA GRAFICA GEOGEBRA

CUENTA  OLDMUTUALCOLPRUEBAS@GMAIL.COM

Figura 11
3.1.2.5 El App Store solicita realizar la confirmacién de los términos y condiciones de los

servicios multimedia de Apple. Como se observa en la Figura 12 y Figura 13
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Los términos y condiciones
de los Servicios multimedia
de Apple han cambiado

Antes de continuar debes leer y
aceptar los nuevos términos y
condiciones

Cancelar Aceptar

Figura 12

3.1.2.6 Una vez se aceptan los terminos, se inicia la descarga de la App de GeoGebra (Figura

14).

Cancelar Los términos y condicione... Aceptar

Términos y condiciones de los Servicios
multimedia de Apple

Lee y acepta estos términos y condiciones para poder utilizar
este servicio,

Enviar por correo electrénico

iTunes Store
TERMINOS DE SERVICIO

Términos y Condiciones de los Servicios multimedia de Apple

Estos términos y condiciones crean un contrato entre usted y Apple (el
"Acuerdo”). Lea el Acuerdo detenidamente. Para confirmar que
entiende y acepta el Acuerdo, haga clic en "Aceptar".

A. INTRODUCCION A NUESTROS SERVICIOS

Este Acuerdo gobierna su uso de los servicios de Apple ("Servicios")
mediante los cuales puede comprar, obtener, licenciar, alquilar o
subscribirse (cuando sea posible) a medios, aplicaciones
("Aplicaciones") y otros servicios (en conjunto "Contenido"). Nuestros
Servicios son: iTunes Store, App Store, Apple Books, Apple Music y
Apple News. Nuestros Servicios estén disponibles para su uso en su
pals de ("Pals de ). Para usar Servicios,
necesita y (se tener la
dltima versién y en algunos casos es necesario) y acceso a Internet
(podrén cargos). El de servicios podréd
verse afectado por estos factores.

B. USO DE NUESTROS SERVICIOS
PAGOS, IMPUESTOS Y DEVOLUCIONES

Puede adquirir Contenidos en nuestros Servicios de forma gratuita o
de paao. ambos coma * i Cada i6n es un

Figura 13
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L geogebra @ Cancelar

N Calculadora Grafica GeoG...
cacio -
* ok ke ok

T —— | A — — S — T —
= [ 8 &\~ o A~ o

A ARTICULO
Héroes inesperados

Figura 14

3.1.2.7 Una vez finaliza la descarga da opcion de abrir la aplicacion como se ve en la Figura 15:
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2 geogebra ©® Cancelar

Calculadora Gréfica GeoG...
Educacior ABRIR
. 8.8 & &

A« ARTICULO
Héroes inesperados

Figura 15

iFelicitaciones ya Tienes la App de GeoGebra Ahora puedes explorar y crear tus propios
conceptos desde tu dispositivo moévil con sistema 10S en el momento que quieras y desde el

lugar que prefieras!
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3.1.3 Configuracion de la App para el desarrollo de la unidad didactica

A continuacion, se describen los pasos para realizar la configuracion precisa de la aplicacion
“Calculadora Grafica” de GeoGebra en cualquier dispositivo movil para desarrollar la unidad
didactica sin problemas técnicos. En esta seccion se muestra como realizar la configuracion

general en cuanta a:
- Seleccionar redondeo de 4 cifras decimales
- Seleccionar unidad angular en radianes
- Seleccionar etiquetado solo puntos nuevos

- Seleccionar coordenadas A = (X, Y)

3.1.3.1 Ir al menu de la aplicacién/ ingresar a configuraciones / general, como se visualiza en la

Figura 16 y Figura 17
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6
= o
4
2
ABRIR SESION
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
-2
+ Nuevo
-4
Q. Abrir H
B  Guardar
General Vista Grafica Algebra
™ Exportar imagen
) Redondeo
= Compartir 2 cifras decimales
Q Aplicaciones Unidad angular
Grados
£ Configuracién Etiquetado
Solo puntos nuevos
(7]
Coordenadas
Figura 16 Figura 17

3.1.3.2 En la opcidn de redondeo seleccionar (4 cifras decimales) como se visualiza en la Figura

18 y Figura 19.



= ; e
0 cifras decimales
1 lugar decimal e
2 cifras decimales
3 cifras decimales
4 cifras decimales
Algebra

— 5cifras decimales
10 cifras decimales
15 cifras decimales
3 cifras significativas

5 cifras significativas

Figura 18

3.1.3.3 En la opciodn de unidad angular seleccionar (Grados) como se puede visualizar en la

Figura 20
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8 6 -4 -2 0 2
-2
-4
-6
General Vista Gréfica
Redondeo

4 cifras decimales

Unidad angular

Grados

Etiquetado

Solo puntos nuevos

Coordenadas

Algebra

A | |

Figura 19
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4
2
8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
-2
-4
-6
General Vista Gréfica Algebra
Redondeo
4 cifras decimales
ar
Grados
Radianes
108
Coordenadas

Figura 20

3.1.3.4 En la opcidn de etiquetado seleccionar (solo puntos nuevos) como se ve en la Figura 21
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ll
&

General Vista Grafica Algebra

Redondeo

Todos los objetos nuevos
Ningun objeto nuevo
Solo puntos nuevos
Coordenadas
< o o

Figura 21

3.1.3.5 En la opcidn de coordenadas seleccionar (A= (X, y)), como se representa en la Figura 22
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6
= e
4
2
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
-2
-4
-6
General Vista Grafica Algebra
Radianes
Etiquetado
10S
A=(xy)
Alx1y)
tra
Az (% Y)
Figura 22

3.1.3.6 En la opcidn de tamafio de la letra se puede modificar, como se observa en la Figura 23:
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i
&

12 pt -2 0 2 4 6 8
14 pt

16 pt

18 pt
Vista Grafica Algebra

— 20pt
24 pt
28 pt
tra
32 pt

48 pt

|

Figura 23

3.1.3.7 En la opcidn de idioma se puede modificar y seleccionar el idioma deseado, como se

puede ver en la Figura 24:
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reisidir/ e 4

Polish / Jezyk polski

Portuguese / Portugués 6 8
(Brasil)

Portuguese / Portugués
(Portugal)

Romanian / Romana

Russian / Pycckuia A3bik
ebra

Sinhala / £3ce9@
Serbian / cpnckum
Slovak / Slovensky jazyk
Slovenian / Slovenscina

Spanish / Espafiol
< O O
Figura 24
Ahora se indica el proceso a seguir para validar la configuracién de Vista Gréfica
- Habilitar la opcién de mostrar ejes
- Habilitar la opcién de cuadricula visible

- Seleccionar tipo de cuadricula

En la opcién de vista grafica es posible realizar la configuracion deseada para visualizar las
graficas. Para este tutorial se configurara de la siguiente manera:

3.1.3.8 Hacer clic en el boton Switch para activar mostrar ejes, como se ve en la Figura 25:



149

6
4
2
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
-2
-4
-6
General Vista Gréafica Algebra
Mostrar ejes [ ]

Cuadricula visible

Distancia o Longitud
Etiquetas

< (@] O

Figura 25

3.1.3.9 Hacer clic en el boton Switch para activar cuadricula visible, como se observa en la

Figura 26:

4
2
8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
-2
-4
-6
General Vista Grafica Algebra
Mostrar ejes o
Cuadricula visible o
Tipo de cuadricula i3

Distancia o Longitud

Etiquetas

Figura 26
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3.1.3.10 Seleccionar tipo de cuadricula (Cuadriculas mayor y menor), como se visualiza en
la Figura 27
= e
4
2
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
-2
-4
-6
General Vista Gréfica Algebra
Most I
Cuadricula mayor o
Cuad  cyadriculas mayor y # )
menor
Tipo R
Polar &
Dista
Isométrico
Etiquesuw
Figura 27
3.1.3.11 Otros tipos de cuadricula puede ser como se puede observar en las Figuras 28 —

29: Polar, isométrico
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-] b
4 4
2 2
-8 -6 -4 -2-0 2 4 6 8 -8 -6 -4 =20 2 4 6 8
Lo -2
-4 -4
—6 -6
General Vista Gréfica Algebra General Vista Gréfica Algebra
Mostrar ejes ® Mostrar ejes [ )
Cuadricula visible ® Cuadricula visible ®

Tipo de cuadricula Tipo de cuadricula

Distancia o Longitud Distancia o Longitud
Etiquetas Etiquetas
Figura 28 Figura 29

Para validar la configuracion de Algebra se siguen los pasos que se muestran a continuacion:

3.1.3.12 Deshabilitar objetos auxiliares como se puede visualizar en la Figura 30
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i
&

General Vista Grafica Algebra

Definiciéon y valor
Valor
Definiciéon

Descripcion

Figura 30

3.1.3.13 Visualizacion de herramientas basicas y de edicion, como se observa en la Figura

31.
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Il
)
N
&

-6 -4 -2 0 2 4 6 8

Herramientas basicas

(k] A 2D NS

Edicion

Figura 31

3.1.3.14 visualizar medicion y construccién como se observa en la Figura 32

Medicion

£ 7

Transformacion
. . -*
. . o

Construccion °
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Figura 32
3.1.3.15 Visualizar rectas, circunferencias y conicas como se puede ver en las figuras 33 'y
34:
= = e = e o~ e
4 4
2 2
-6 -4 -2 0 2 4 6 8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
-2 2
-4 -4
®© ®
B & > B & >
Construccién Circunferencias
X =L L OECEONDN
Rectas Q

/. / ././ / Conicas

\o e
Circunferencias ° @ O .

Figura 33 Figura 34

3.1.3.16 Visualizar transformacion y otros como se observa en la figura 35.
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Il
)
N
o]

Otros
\ ?
J J a=b
MENOS °
< O O
Figura 35

iYa has configurado tu aplicacion, Ahora a Explorar y construir conceptos matematicos desde

tu dispositivo movil!
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3.2 Marco Disciplinar

Los polinomios de Taylor son un concepto fundamental en el desarrollo de los métodos
numericos, ya que a partir de ellos se deducen técnicas numéricas de gran valor para la solucién
de problemas matematicos, tales como, la aproximacién local de funciones en torno a un punto
de su domino, el célculo aproximado de ceros de una funcion. En métodos numéricos no se
puede subestimar la importancia de los polinomios de Taylor, conocimiento basico que debe
tener un estudiante para poder conceptualizar el curso, por tal motivo, esta unidad didactica tiene
como proposito que los aprendices construyan ideas propias acerca de qué es un polinomio de
Taylor, para qué sirve y cémo se construye, todo esto mediante el uso de la tecnologia,

especificamente con la aplicacion GeoGebra para dispositivos maviles.

3.2.1 Los Polinomios de Taylor
Un polinomio de Taylor se denota por B, (x) y sirve para aproximar una funcion f(x) en torno a
un valor x, de su dominio. Por ejemplo, en la figura 36 se puede apreciar como los polinomios
de Taylor de primer orden P;(x), segundo orden P,(x) y tercer orden P;(x), aproximan la

funcién exponencial natural f(x) = e* en torno al valor x, = 0 (de su dominio).

n

)

1l
Y]

o

il
Y}
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Figura 36
Como se puede apreciar en la figura 36 (desde la intuicion, mas adelante se explicard
matematicamente), el polinomio P;(x) aproxima a los valores de la funcion f(x) =e* en el
intervalo —0.4 < x < 0.4. De la misma manera el polinomio P,(x) aproxima los valores de la
funcion en el intervalo —0.6 < x < 0.6 mientras que el polinomio P;(x) se aproxima a los
valores reales de la funcion en el intervalo —1 < x < 1. Asi mismo, se logra visualizar como en
valores fuera de esos intervalos aparece un margen de error mas notorio entre el polinomio de
Taylor y la funcion f(x).
Ahora se considera otro punto dentro del dominio de la funcion f(x) = e* y se toman los
polinomios de Taylor de primer orden P;(x), segundo orden P,(x) Yy tercer orden P;(x), pero

esta vez en torno a x, = 1 como se ve en la figura 37.

1l
]
e
M1l
3
-

I
]

e

£2(0)

Py(x) @
@ B & ol

Figura 37
Nuevamente, se observa que a mayor orden del Polinomio de Taylor éste se aproxima en un

intervalo mas amplio a los valores de la funcion.
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La idea que se tiene para definir los polinomios de Taylor, es hallar un polinomio que se
aproxime al valor de la funcion f(x) en torno a un valor de su dominio x = x,, y para ello se
busca un polinomio que sea igual a la funcion en ese valor y a sus derivadas.
Un polinomio de Taylor de grado 1 tiene la forma
T,(x) = ¢y + 1.
Y el objetivo es buscar que se cumplan las ecuaciones (1) y (2)
f(xo) = Ty(xp). (1)
f'(x0) =Ty (x0). (2)
Para lograr que se satisfaga f(xy) = T;(x,) sencillamente el coeficiente ¢, = f(x,) y en el
segundo término c;x se cambia por ¢, (x — x,) para que al evaluar T; (x,) el segundo término
se anule, luego para lograr que f'(xo) = T; (x) se observe la derivada T; (x,) = ¢4, por lo
tanto ¢; = f"(x). De esta manera se concluye que el polinomio de Taylor de primer orden es
Ty = f(xo) + f (x0) (x — xo). 3
Anéalogamente, un polinomio de Taylor de grado 2 tiene la forma
T, = ¢y + c1x + cpx2.
Y debe satisfacer las condiciones
f(xo) = Ta(x0).  (4)
f'(x0) =Ty (x0).  (5)
f7(x) =Ty (x0). (6)
Para satisfacer (4) se hace ¢, = f(x,) Yy para que se anulen los otros dos términos del polinomio
al evaluar T, (x,) se traslada el polinomio cambiando x por (x — x,) obteniendo
T,(x) = f(xo) + c1(x — xo) + ¢ (x — x¢)? (7

Para cumplir la condicion (5) se calcula T,"(x) = ¢; + 2¢c,(x — x) Yy para que
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f (x0) = Ty (o)
Se cambia c¢; por f'(xy) y el término 2¢c,(x — x) NO es para preocuparse porque se anula
cuando x = x,
Para que se satisfaga (6) se halla T, (x) = 2c, y para satisfacer que

f7(x0) = T, (x0)

Se hace f'(xy) = 2¢, = ¢, = f"(zx“)

Al final

Ty = f(xo) + f(x0) (x — x0) + ! (ZxO) (x — x¢)?

Y continuando con el mismo proceso se llega a que

T3 = f(xo) + f(x0) (x — xo) + ! (ZxO) (x = x0)% + ! (6x0) (x — x)?
Ty = F0) + F Geo) e = ) + 1o gy 1 L0 e LU0

Teorema:
Sea f(x) una funcion n — veces derivable en el punto x = x,. Existe un polinomio T, y solo
uno de grado menor o igual que n que satisface las n + 1 condiciones

Ta(x0) = f(x0); T’ (x0) = £ (x0); s Tn™ () = £ ™ (o),

y dicho polinomio esta dado por la formula

[ (xo)

(x — x0)% +

(= %0)? + -+

T = £ (o) + (o) (x = xo) + [ G)

f™ (xo)
!

n:

+

(x — xo)"
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y se conoce como el polinomio de Taylor de orden n con centro en x,, Si x, = 0 se denomina

polinomio de Maclaurin de f(x).

Ejemplo

Halle el polinomio de Taylor de grado n para aproximar las funciones
a. y=e*entornoax, = 0.
b. y =sen(x) entornoax, = 0.

c. y=In(x)entornoax, = 1.

Solucion

a. Para hallar el polinomio de Taylor, primero se deben calcular las primeras n derivadas de

la funcion y evaluarlasen x = x, = 0

Primeras n derivadas de la funcion Primeras n derivadas de la funcién
y(x) = e* en lavariable x y(x) = e* evaluadasen x = x, =0
y(x) =e* y(0)=e’=1
y'(x) = e* y'(0)=e®=1
y'(x) =e* y'(0)=e®=1
y'(x) =e” y(0)=e’=1

y®(x) = e* y™(0)=e=1



161

Luego se sustituyen valores en la formula de Taylor

f7(xo)
2

f(x0)
6

T = f(x0) + f(x0) (x — x¢) + (x —x0)* + (x — %)% + -

()
+ f—(|x0) (x —x)™

1 1 1
Tn=1+1(x—0)+E(x—0)2+€(x—0)3+---+E(x—0)"

*aT,=1+x+ x + al + i
= e ~ = x —_— —_— soe —_—
Y n 2 "6 nl
En la figura 38 se puede ver como algunos polinomios de Taylor aproximan los valores reales de
la funcién cada vez mejor en torno al valor x, = 0

T3 Tp Ty

Figura 38

b. Primero se hallan las derivadas y se evallanen x = 0

Primeras n derivadas de la funcion Primeras n derivadas de la funcién
y(x) = sen(x) en la variable x y(x) = sen(x) evaluadas en
xX=x0=0

y(x) = sen(x) y(0) = sen(0)=0
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y'(x) = cos(x) y'(0) = cos(0) =1
y"(x) = —sen(x) y”“(0) = —sen(0) =0
y"(x) = —cos(x) y”(0) = —cos(0) = —1
y(n) (x) y(n)(o)
sen(x)sines dela forma 4k 0 sinespar
) cos(x)sinesdela formadk +1 =4 lsinesdela forma4k +1
—sen(x)0 sines de la forma 4k + 2 —1sinesdela forma4k + 3

—cos(x) sinesde la forma 4k + 3

Luego se sustituyen valores en la formula de Taylor

T, —f(x0)+f(x0)(x—x0)+f & O)( —x0)2+¥(x—x0)3+
(n)
+f nEXO) (x — x)"
Mo
T,=0+1(x—0)+= (x—0)2——(x—0)3+ 4 ()(x—O)"
B x3 x5 x7 y™(0) .
==t 0 500 T T T ¢

c. Primero se calculan las derivadas de y = In(x) yseevallanenx =a =1

Primeras n derivadas de la funcion Primeras n derivadas de la funcion
y(x) = In(x) en la variable x y(x) = In(x) evaluadas en
x=x9=1

y(x) = In(x) y(1)= In(1) =0
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y'()=x"" yD = (1) =1
y'(x) = —1x7? y'(1) = -1(1)7% =-1
yu/(x) =1- 2x—3 ym(l) =1- 2(1)_3 =2
yllll(x) — _1 . 2 . 3x—4- y””(l) — _1 . 2 . 3(1)_4 — 6
YW = (D) n - Dix y®W(x) = (~1)™(n - 1)!

Luego se reemplaza en la formula de Taylor

f (%)
2

T = f(xo) + [ (x0) (x — x0) + (x — x0)* + ! (6x0) (x — %)% + -

f™ (xo)

n!

+ (x —x)™

_1\®m+1) oy
..._|_( 1) (n 1)!(x—1)"

1 2, 2 3
Tn=0+1(x—1)—i(x—1) +g(x—1) - —

(_1)n+1

1 1
Tn=(x—1)—§(x—1)2+§(x—1)3—---+ (x—1D"

En términos generales
n (_1)(i+1) .
y=In() = T, = ) (= 1)
i=1

La figura 39 muestra algunos polinomios de Taylor para y = In(x) entornoa x, = 1
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A \ Figura 39

Sin embargo, aunque el polinomio de Taylor genera una aproximacion al valor de la funcion
f(x) en torno a un valor especifico x = x,, esto no quiere decir que al evaluar cualquier x en el
polinomio de Taylor se obtenga el valor exacto de la funcion. Existe un margen de error R(x),
entre el valor dado por el polinomio y el valor real de la funcion.
En el caso del polinomio de Taylor de grado 1:
R(x) = f(x) = T1(x)

R(x) = f(x) = [f (xo) + f'(2x0) (x — x0)]
Luego

R(xo) = f(xo) = [f (x0) + f'(x0) (xg — x0)] = 0

R'(x) = f'(x) — f'(x0)
R'(x0) = f'(x0) = f'(x0) =0

Al definir la funcion g(x) = (x — x,)?, se sustenta el siguiente analisis

R(x) R(x)—0

gx) gkx) -0
9(x) — g(xo)
_ R'(x1)

= 7 ('Por el teorema del valor medio generalizado")
1
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Eligiendo x, favorablemente en el intervalo (x,, x) y para facilitar la demostracién suponga que
Xo < x.Como R'(xg) =0y g'(xg) =2(xg—2x9) =0

R'(x1) _ R'(x1) -0
g'(x1)) g'(x))—0

_ R'(x1) — R'(x0)
g'(x1) — g'(xo)

R"(x
= # ('Por el teorema del valor medio generalizado")
9" (x3)
Eligiendo x, favorablemente en el intervalo (x,, x;)
Luego por transitividad se tiene que

R@) _R'(x)
9@~ 97

Eligiendo x, < x, < x; < x de manera favorable. Derivando se tiene que g"'(x) = 2y R"(x) =

f"'(x), por lo tanto al sustituir en la igualdad anterior

R(x) _ f"(x2)
g(x) 2

Llegando al siguiente resultado para el error

f(x2)

R(x) = >

(x — x0)?
De manera inductiva se puede probar que, para el polinomio de Taylor de grado n — 1, el

margen de error esta dado por la ecuacion

f™E©)

n!

Ry 1(x) = (x = xo)"

Donde se elige ¢ € (x,, x) favorablemente.

Todo este analisis lleva al siguiente resultado conocido como la formula de Taylor:
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Formula de Taylor

Sea f(x) derivable n+1 veces en un intervalo I = (x, — &, x, + §). Entonces para todo x € I se

tiene:
" (n)
FG) = Fxo) 1 (eo) x — x0) + 1 ;"°) (x4t n(!x°) (x = %0)" + Ra(x)
Con
(n+1)
Rl =Ly

(n+1)!
Donde se elige un valor & € (x,, x) adecuado. El término R,,(x) es el error de truncamiento o

residuo asociado al polinomio.



167

4, Secuencia de contenidos

El siguiente esquema permite visualizar los principales contenidos interrelacionados alrededor de
la exploracion con el App de GeoGebra para dispositivos méviles encaminados a la construccién

del concepto de los polinomios de Taylor, su margen de error y acotacion.
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Construcciones

Geométricas

implementadas
en

—>

GeoGebra para
Dispositivos
Moviles

con eluso de

Aproximat localmente
una funcion fx) en tome
a un valor 5 de su dominio

delos

como

Heframienta

llegzndo a

Polinomios de Taylor

Tsu

Margen de eror
o Residuo

Acotar teoticamente

dades

ivi

5. Secuencia de act
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Con las siguientes actividades se pretende plantear una situacién propicia para que los
estudiantes interactten (a nivel manipulativo y de pensamiento) con el software GeoGebra desde
su dispositivo movil, con el &nimo de que sus ideas acerca de los polinomios de Taylor, margen
de error y acotacion, evolucionen en funcion de su situacion personal (puntos de partida,

actitudes, estilos, etc.).



Construccion 1 Exploracion del valor x,
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Paso 1: Defina una funcion f(x) y un deslizador etiquetado como x,. Como ejemplo se elige la

.2 a2 - e . .
funcién f(x) = e ™" y se inicia el deslizador en x,

= 1 (Ver Figura 1)

Figura 1.

05 1

Paso 2: Trace la recta x = x, y construya un punto A en la interseccion del eje X y esa recta (Ver

BRI

Figura 2)
B & < )
— 15

. f(x) = e ©

x%=1 H

N 0 05
@ gix = xg ; flz) = i

Ao int (EiX.g) 135 13 25 2 45 1 95 0

= Interseca: eA,

O A B

- (1L0)

Entrada...

Figura 2.

Paso 3: Oculte la recta. El punto A esta ubicado en el valor x, en torno al cual se desarrollara el

polinomio de Taylor. Defina el rétulo de A como Xo y en las opciones escoja que muestre el

rotulo, elija un color diferente para que se resalte su ubicacién (Ver Figura 3)
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Figura 3.

Paso 4: Construya un polinomio de Taylor de tercer orden en torno a x, = 1, para la funcion

f(x). Para esto se utiliza el comando PolinomioTaylor(f, x, , 3). Ver figura 4

B & < Sy

(@] flx) = e

Xp=1
O

5 Y s (®
O giox=1

A = Interseca(g, EjeX)
@ fa) = =

- (1.0)

-3 -2.5 -2 -15 -1 -05 3ls 4

h(x) = PolinomioTaylor(f, xg, 3) )y
o

— 0.3678794412 — 0.7357588823 (x — 1)

-

+

Figura 4.

La construccion 1 permite cambiar desde el deslizador el valor x, en torno al cual el polinomio
de Taylor aproxima los valores reales de f(x). Si por ejemplo se desea construir el polinomio de

Taylor en torno a x, = 0 simplemente se cambia el valor en el deslizador (Ver Figura 5)
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X =0

5 — 5 (F)

B0 e

@ O O e

A = Interseca(EjeX, g) : o

— (0,0) 05

h(x) = PolinomioTaylor(f, xg, 3)

@

- 1-2-3

+ Entrada..

Figura 5.

Ejemplo 1.

En la figura 6, se observa la funcion f(x) = sen(x) y un polinomio de Taylor de quinto orden
que la aproxima en torno al valor x, = 0 de manera local. El circulo punteado sirve para resaltar
el hecho que para ciertos valores dentro de un intervalo en torno a x, = 0, el margen de error de
aproximacion es aceptable pero en valores fuera de ese intervalo el margen de error es cada vez

mayor.
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Figura 6.

En la figura 7, se puede apreciar como un polinomio de Taylor de quinto orden aproxima
localmente la funcién f(x) = sen(x) en torno al valor x, = m. En el circulo punteado se puede
visualizar como las funciones coinciden en x, = m, sin embargo, en valores diferentes existe un

margen de error que es pequefio dentro del circulo y fuera del circulo se hace cada vez mayor

Figura 7.
La figura 8, muestra como un polinomio de Taylor de segundo orden aproxima localmente la

funcion f(x) = e* en torno al valor x, = 1
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Figura 8.

La figura 9 muestra la funcion f(x) = e y un polinomio de Taylor de tercer orden que la

aproxima localmente en torno a x, = —2

Figura 9.
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Use la construccion 1 para resolver los ejercicios 1-8:

1. Enlafigura 10 se muestra la funcion f(x) = cos(x) y un polinomio de Taylor que la

aproxima localmente en torno a:

5

Figura 10.

a) x0=0 b) X0=1

C) xo=1 d) x, =-33

2. Enlafigura 11 se muestra la funcion f(x) = v/x y un polinomio de Taylor que la

aproxima localmente en torno a:

Figura 11.

a) szo b) x0=1
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C) Xo =T d) x0=4

3. Enlafigura 12 se muestra la funcion f(x) = iy un polinomio de Taylor que la aproxima

localmente en torno a:

Figura 12.

a) x0:_1 b) x0=1

4. Enlafigura 13 se muestra la funcién f(x) = tan(x) y un polinomio de Taylor que la

aproxima localmente en torno a:
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Figura 13

a) x =0 b) xo=m

C) x0=1 d) x0=3

5. Use la aplicacion de GeoGebra desde su dispositivo mévil para determinar cuél de las
siguientes graficas corresponde al polinomio de Taylor de quinto orden que aproxima la
funcién f(x) = In(x) localmente, en torno a x, = 2. Utilice las herramientas de la

aplicacién para explorar en detalle cada grafica.
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6. Use la aplicacion de GeoGebra desde su dispositivo mévil para determinar cuél de las
siguientes graficas corresponde al polinomio de Taylor de sexto orden que aproxima la
funcion f(x) = xe* localmente, en torno a x, = 0. Utilice las herramientas de la

aplicacion para explorar en detalle cada gréfica.
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Use la aplicacion de GeoGebra desde su dispositivo movil para determinar cual de las
siguientes graficas corresponde al polinomio de Taylor de sexto orden que aproxima la
funcion f (x) = x%sen(x) localmente, en torno a x, = —mu. Utilice las herramientas de la

aplicacién para explorar en detalle cada grafica.

b)

d)
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Use la aplicacion de GeoGebra desde su dispositivo movil para determinar cual de las

siguientes graficas corresponde al polinomio de Taylor de sexto orden que aproxima la

funcion f(x) = /1 + cos(x) localmente, en torno a x, = —m. Utilice las herramientas

de la aplicacion para explorar en detalle cada gréafica.

b)

fix) = /T cos ) !

-12  -10 -8 -6 =4 -2 0

d)

flz) = /1Hcos(z) |\ : £ mssay g 4T g
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Construccion 2: Intervalo de aproximacion en torno a x,

-7 . B -z 42 . .
Paso 1: Use la construccion 1 donde se puede visualizar la funcion f(x) = e™*" y el polinomio

de Taylor de tercer orden entornoa x, = 1

Paso 2: Determine un punto movil B sobre el eje X y trace una circunferencia con centro en Xo

que pase por B (Ver figura 14)

f@) = e ﬁ
B

m
&
k
I
&
s
L/:
Q.
~
-

Figura 14.

Paso 3: Con las opciones geométricas que ofrece el App de GeoGebra defina los puntos de
interseccion de la circunferencia con el eje X, lldmelos C y D, luego trace dos rectas

perpendiculares al eje X que pasen por C y D (Ver figura 15)
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™~/

|
&
|
&
!
|
e
|
=]
N
w
-

<

Figura 15.

Paso 4: Oculte la circunferencia y las etiquetas de los puntos C y D. Luego use las opciones de
medicidn para mostrar la distancia entre el punto A rotulado como Xo y B. Esta distancia es el
radio del intervalo en torno al cual el polinomio e Taylor aproxima los valores reales de f(x)

(Ver figura 16)

j@) = et B

=3 =25 -2 -15 -1 =05 o 05

@

1
Xo
AB = 0.8750268848

15 2 25 3 35 4

Figura 16
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La construccién 2 permite variar el radio del intervalo en torno a x, para explorar los valores en
los que el polinomio de Taylor aproxima de manera aceptable los valores reales de f(x)

“Intuitivamente desde la representacion grafica”.
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Realice los Ejercicios 9-12 con base en la construccién 2

9.

10.

11.

12.

Se podria pensar que el mayor radio AB del intervalo en torno a x, = 1 en el que se

- - - 2
aproxima el polinomio de Taylor de tercer orden a los valores reales de f(x) = e ™" es:

a. 0.7 b. 0.9

c.1 d.0.5

Modifique la construccién 2 haciendo que el polinomio da Taylor ahora sea de quinto

orden. Bajo esta condicion se intuye que el mayor radio AB del intervalo en torno a

. - - 2
Xxo = 1 en el que se aproxima el polinomio de Taylor a los valores reales de f(x) = e™*

es:
a. 0.5 b.1.1
c.13 d. 0.9

Modifique la construccion 2 haciendo que el polinomio da Taylor ahora sea de décimo
séptimo orden. Bajo esta condicion se puede intuir que el mayor radio AB del intervalo

en torno a x, = 1 en el que se aproxima el polinomio de Taylor a los valores reales de

flx) = e~ es:
a.l b.1.1
c. 1.3 d. 1.5

Modifique la construccion 2 haciendo que el polinomio da Taylor ahora sea de décimo

noveno orden. Bajo esta condicion se puede intuir que el mayor radio AB del intervalo en
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torno a x, = 1 en el que se aproxima el polinomio de Taylor a los valores reales de
—x2 .
f(x)=e es:

a.0.9 b.1.1

c. 1.3 d. 1.2
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Un polinomio de Taylor es una funcion polindmica que aproxima localmente una funcion f(x)

en torno a un valor x, de su dominio y se caracteriza en el siguiente teorema.

Teorema:

Sea f(x) una funcion n — veces derivable en el punto x = x,. Existe un polinomio T, y solo

uno de grado menor o igual que n que satisface las n + 1 condiciones

T (x0) = f(%0); T’ (%0) = £ (x0); s T ™ (o) = ™ (o)

dicho polinomio estéa dado por la formula

f7(xo)

To = f (o) + f (o) (x = Xo) +— (o — xg)? + L)

2 (e — %) + -

()
+ f—EXO) (x — x)"

A este polinomio se le conoce como el polinomio de Taylor de orden n

En caso tal que x, = 0 el polinomio recibe el nombre de polinomio de Maclaurin
Ejemplo 2

Halle el polinomio de Taylor de grado n que aproxima localmente la funcién y = e* en torno a

XO=O

Solucion
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Para hallar el polinomio de Taylor, primero se deben calcular las primeras n derivadas de la

funcién y evaluarlasen x = x, = 0

Primeras n derivadas de la funcion Primeras n derivadas de la funcion
y(x) = e* en la variable x y(x) = e* evaluadasen x = x, = 0

y(x) =e* y(0)=e’ =1
y'(x) =e* y'(0)=e’=1
y'(x) =e* y’(0)=e®=1
yul(x) — ex y,n(o) — eO — 1
y™ () = e* y™(0) =e® =1

Luego se sustituyen valores en la formula de Taylor

T = f(xo) + [ (x0)(x — x0) + ! (ZXO) (x — x0)* + %(x —x0)> + -+

m
4 f—('x") (x — x)"

1 1 1
Tn=1+1(x—0)+E(x—0)2+g(x—0)3+---+E(x—0)"

2 x3 xn
=e*=T,=1+x+—5+—++—
Y n 2 "6 n!

13. Si usted desea calcular el valor aproximado de cos(3.12) mediante un polinomio de

Taylor ¢Cual de los siguientes elegiria?



14.

15.

(x-m)3

3!

Ps(x) = —(x —m) +

(x—m)>
5!
(x-m)?  (x-m)*

Py(x) = —1 + 272 - &

(x4m)?

_ (x+m)*

b) Ps(x)=-1+

2!

d) Ps(x) =—(x+m)+

(x+m)5
5!

(x+m)3
3!
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Si usted desea calcular el valor aproximado de sen(—3,12) mediante un polinomio de

Taylor. ¢Cudl de los siguientes elegiria?

(x+m)? _ (x+m)*

Ps(.X') =—-1+ 2 2

(x-n)?  (x-m)*

Ps() = -1+ 4!

b) Ps(x) =—(x+m)+

(x+m)5
5!

d) Py(x) = —(x — ) +

(x—m)>

5!

(x+m)3
3!

(x—m)3

3!

Si usted desea calcular el valor aproximado de cos(—3,12) mediante un polinomio de

Taylor. ¢Cual de los siguientes elegiria?

3
Ps(x) = —(x + m) +(x+Tn)—
(x4m)5

5!

(x-m)3

3!

Ps(x) = —(x —m) +

(x4m)?

_ (x+m)*

b) Ps(x) = -1+—;

4!

2 _ (X—TL')4

d) Ps() = —1+57

4!
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(x—m)>

5!

16. Si usted desea calcular el valor aproximado de sen(3,12) mediante un polinomio de

Taylor. ¢ Cudl de los siguientes elegiria?

—1)3 2 4
) Po) = e —m) + b) P(x) = -1+ &0

(x—m)>
51

(x+m)?%2 (x4m)*
20 4l

(x+m)3
3!

c) Ps(x) =—-1+ d) Ps(x) =—-(x+mn)+

(x+m)5
5!

17. Si usted desea calcular el valor aproximado de v4.2 mediante uno de los siguientes

polinomios de Taylor. ¢ Cual le parece pertinente elegir?

a) Ps(x) = —(x—4)+(";—j")3_ b) Py(x) =2+ 0.25(x — 4)
(x—4)5
5!
c) Pp(x) =2+0.25(x—4) - O P =1+ (x—4)+ &2y

2

_ 2
0.03125 % (x-1)?
6
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Construccion 3: Para visualizar en la App de GeoGebra para dispositivos moviles el margen de
error absoluto

R, = |f (x) = Py (x)]
existente entre el polinomio de Taylor y una funcion f(x) se puede hacer la siguiente

construccién geométrica

Paso 1: Realice los pasos de la construccion 2 para graficar la funcion f(x) y su respectivo

polinomio de Taylor en torno a un valor x, y un intervalo en torno a x,. Como ejemplo se ilustra
. ., 2 . . .

en la figura 17 la funcion f(x) = e™" con su respectivo polinomio de Taylor de tercer orden

entornoax, = 1.

-2 -15 1 -05 0 05 *
Xo
AB =0.9300529215

Figura 17

Paso 2. Construya los puntos de interseccion de las perpendiculares al eje X con la funcion f(x)

y el polinomio de Taylor. Llame a estos puntos de interseccion E, F, G y H (ver figura 18)
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- OST

k1
Xo
AB =0.9300529215

-2 -15 -1 -0.5 0 05

Figura 18
Paso 3. Con las opciones de medicién haga que GeoGebra muestre en su dispositivo movil las
medidas FE y GH. Estas medidas muestran el margen de error absoluto entre el polinomio de

Taylor y f(x) tanto a la derecha como a la izquierda de x,. (Ver Figura 19)

0.1323238902

.
e

GH = 01279046127

AB = 0.8530164701

Figura 19

18. Con base en la construccion 3, cuél de los siguientes intervalos es el mas amplio en que

se obtiene un margen de error absoluto inferior a 0.02

a) (=0.4,0.4) b) (=0.3,0.3)
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c) (—0.45,0.45) d) (=0.5,0.5)

19. Con base en la construccién 3, cudl de los siguientes intervalos es el mas amplio en que

se obtiene un margen de error absoluto inferior a 0.0002

a) (—0.15,0.15) b) (—0.14,0.14)

¢) (-0.12,0.12) d) (=0.13,0.13)

20. Con base en la construccion 3, cual de los siguientes intervalos es el mas amplio en que

se obtiene un margen de error absoluto inferior a 0.000002

a) (—0.08,0.08) b) (-0.09,0.09)

) (=0.0001,0.0001) d) (=0.07,0.07)

21. Con base en la construccion 3, cual de los siguientes intervalos es el mas pequefio en que

se obtiene un margen de error absoluto mayor que 0.1

a) (=0.7,0.7) b) (-0.8,0.8)

¢) (=0.5,0.5) d) (=0.6,0.6)
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Formula de Taylor

Sea f(x) derivable n+1 veces en un intervalo I = (x, — 6, x, + §). Entonces para todo x € I se

tiene:
" )
FGO = o) + o) = x0) +L ;x") (= xe)? oL n(!x“ (x = %)™ + Rn (%)
Con
(n+1)
Ra) = L8 (e

(n+1)!
Donde se elige un valor & € (x,, x) adecuado. El término R,,(x) es el error de truncamiento o

residuo asociado al polinomio.

Ejemplo 3:
Funcion f(x) Polinomio de Taylor Error de
truncamiento 0
residuo R, (x)
asociado al
polinomio.
f(x) = sen(x) Py(x) =x —Z—T R;(x) = @x‘*

Entornoax, =0

F@ =5 oy T g =2

xS

Entornoax, =0
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(x) =e* x? et
/ P;(x) =1+x +E R;(x) = ZX4
x3
HE]

Entornoax, =0

Como se puede ver, los polinomios de Taylor de tercer y cuarto orden para la funcion f(x) =

sen(x) son en torno a x, = 0 son iguales, sin embargo, el error de truncamiento es diferente.

Ejemplo 4:

Calcular el valor aproximado de e%! y su respectivo error de truncamiento utilizando el
polinomio de Taylor de tercer orden en tornoa x, = 0

Solucion:

Como vya se tiene del ejemplo 3 el polinomio de Taylor de tercer orden y su respectivo error de

truncamiento son:

x* X Rs( )—é 4 Respectivament
P3(x):1+x+?+§ y 3x _4!x p ente.
Entonces
o1 0.12 0.13
et ~1+4+01+ T-'_T = 1.105166667
Y

¢
e
R;(0.1) = Z(O.l)4 con 0<&<0.1

Apoyandose del App de GeoGebra se ve graficamente en la figura 15 como

|R3(0.1)] < 0.0000046049
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22.

23.

24,
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0<£&<0.1

a = (0.0999999668, 0.0000046049)

&
b

9.9985E-2 0.09999 9.9995E-2 01 1.00005E-1 0.10001 1.000151

Figura 20

Use el App de GeoGebra desde su dispositivo mdvil para determinar cual de los
siguientes es el polinomio de Taylor de segundo orden P,(x) para la funcién f(x) =

e*cos(x) desarrollado en x, = 0:
x? x2
a) P(x) =1+x+7 b) P(x) =1-x+=

c) P,(x)=1—x d) P,(x) =1+x

Considerando la opcion escogida en el numeral 22, ;cudl de las siguientes es la

aproximacion numeérica para f(0.5)?

a) 1.5625 b) 0.625

c) 0.5 d) 1.5

Si se define el error absoluto entre el valor de la funcion y el polinomio de Taylor por
|f(x) — B,(x)| . ¢Cudl es el error absoluto |f(0.5) — P,(0.5)| considerando los

parametros de los numerales 22 y 23? (Use la construccién 3 para conocer el valor exacto

de £(0.5))
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a) 0.053110963 b) 0.0053110963

c) -0.0053110963 d) -0.053110963

25. ¢Cual de los siguientes es el término del error de truncamiento para la aproximacion

numeérica pedida en el numeral 23?

¢ ¢
a) R, (x) __¢ (cosi+senf) (0.5)3 b) RZ(X) _ 2 (cos;‘!+sen$) 3
con0<é<05 cond<é<x
¢ ¢
C) Rz (x) __¢ (cos;-ksenf) 3 d) Rz(x) __¢ (cosi’:sen{) (0'5)3
con0<é<x con0<éE<05

Construccion 4. Determinacion de la cota del error para |R,,(x)|

Paso 1: Grafique en el App de GeoGebra la funcion R(&). Un deslizador para x, y use el
comando maximo(R, x,, x) para hallar el maximo valor que puede tomar el error en el intervalo
xo < &< x. En lafigura 21 se muestra como ejemplo la estimacion de la cota del error obtenido
para el célculo de sen(0.3) considerando el polinomio de Taylor de tercer orden en torno a x,=0.

La cota para el error en este caso, seria 0.0003375
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O o=

4 cos(£)
0.3 24

X =0 :
D — 5@_ P

f = Maximo(R, %, 0.3) :
O 0.04

— (0.0000000214, 0.0003375)

+ Entrada.

Figura 21

Responda los ejercicios 26 y 27 de acuerdo con la construccién 4.
26. Explore en el App de GeoGebra desde su dispositivo movil para determinar cuél de las
siguientes funciones representa el error de truncamiento R,(x) y el intervalo de &

correcto pedido en el numeral 23.

a) b)

c) d)




198

27. Utilice las opciones que ofrece el App de GeoGebra para dispositivos mdviles y su
respuesta del numeral 26, para determinar cual de las siguientes afirmaciones sobre

R, (x) es correcta:

a) 0<R,y(x)<05 b) 0.0416666685 < R,(x) <
0.0932220003
c) 0.053110963 < R,(x) < d) 0.0416666685 < R,(x) < 0.5
0.0932220003

Aproximaciones a la funcion f(x) = sen(x?) mediante polinomios de Taylor

2

f(z) =|sen(z?)

AAAN R/\/\/\/\m
WV [VATATAIN

La aproximacion numérica de esta funcion es muy interesante, debido a que el calculo de la

integral definida f; sen(x?)dx resulta ser complicado por medio del teorema fundamental del

, .. . .y ;. 2
calculo. En esta actividad se pretende hacer una aproximacion numérica de fo sen(x?)dx.

Construccion 5:



Paso 1:

Grafique la
funcion  f(x) =
sen(x?) en color
negro y defina un
deslizador de tal
manera que el
valor de x, se
mueva en el
intervalo de
integracion
[0,2]. Haga que
se vea el valor x,

en el eje X (Ver

construccién 1)

f(x) = sen(x°)
% =0.9

0 ® 2 (®

g:x=09 :
A = Interseca(g, EjeX) :
— (0.9, 0)

f(z) = sen(z?)

05

Paso 2:

Construya el
polinomio de
Taylor de sexto
orden en torno a
X €n color rojo y

rotdlelo con P(x)

f(x) = sen(x’)

% =09 i
0 ® 2 (0
g:x=09 :

A = Interseca(g, EjeX)

— (0.9,0)

h(x) = PolinomioTaylor(f, x;, 6)

— 0.7242871744 + 1.2410971793 (x — 0.€

f(z) = sen(a?)

Paso 3:

199
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Defina la funcién | © =] i
x=1 H
(x) S ——e—— 0
error{(x) = O gixot :
A = Interseca(g, EjeX)
— @
G~ P o
P(x) = PolinomioTaylor(f, xp, 6
En color verde o™ et
— 0.8414709848 + 1.0806046117 (x — \
B e T 05 )(70 15 2 5 3l
error(x) = |f(x) — P(x)/ 27}
— [sen(@) = (0‘8414709848 +1.0806 o
+  Ent —15
Paso 4:
Calcule la : : Pl
O g:x=12
integral de Ia o A = Interseca(g, EjeX)
— (1.2,0)
funCI()n de error o P(x) = PolinomioTaylor(f,xg, 6)
— 0.9914583482 + 0.313016901 (x — 1
en el intervalo ) — ) P00
2 _ Jsen(d) — (0.9914583482 +0.3130 2
f eTTOT(X) dx a = IntegralN(error, 0,2) A
0 — 0.1259936725
+ | Entrada... T
De tal manera

que muestre la

region de error y

su medida.
(Oculte la
funcion error

para concentrarse
solamente en la

region 'y su
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medida)

Paso 5:

Mueva el x,
desde el
deslizador  para
observar los
cambios en la

aproximacion.

28. Con base en la construccién 5, en torno a cudl de los siguientes valores se debe definir el

- - . . - 2
polinomio de Taylor para lograr una mejor aproximacion a [, sen(x*)dx :

b) x, = 1.27

29. Dado que foz sen(x?)dx =~ foz Pg(x)dx. Segun su eleccion del numeral 28, el valor

aproximado de foz sen(x?)dx es:

a) 0.8412740481

c) 0.8291311994

b) -8.1246708135

d) -0.303640779

iBENDICIONES!
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TEST DE EVALUACION

1. La figura 1 muestra la funcion f(x) = e y un polinomio de Taylor que la aproxima

localmente en torno a:

Figura 1

a) x0:1 b) x0:0

€) ¥o=0 d yo=1

2. La figura 2 muestra la funcion f(x) = v1 — senx y un polinomio de Taylor que la aproxima

localmente en torno a:

Figura 2
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e) x0:0 f)x0=1

9) yvo=1 h) ¥0=0

3. La figura 3 muestra la funcién f(x) = tan(x) y un polinomio de Taylor que la aproxima

localmente en torno a:

Figura 3

a) y0=0 b) x0=1

C) xo=m d yo=m

4. La figura 4 muestra la funcion f(x) = In(2x) y un polinomio de Taylor que la aproxima

localmente en torno a:



f(z) = In(22)

Figura 4

a) Yo

b) x0=2

C) Xo =

Responda las preguntas 5-8 con base en la figura 5.

205

£(z) = sen(a)

-3

1 | 3\

0.29994 0.29996

T—1.—

™~Q

3

CD =0.0000202067

0.30002 0.30004

Figura 5.

e) El polinomio de Taylor de tercer orden que aproxima localmente la funcion f(x) =

sen(x) entornoax, = 0 es:
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) 1+x++4% b) 1-—x*
2! 3!
) x-S 4% d) x—<
2 3 3!
f) El error absoluto que se obtiene al aproximar sen(0.3) usando el polinomio de Taylor de
tercer orden para la funcion f(x) = sen(x) desarrollado en torno a x, = 0 es:
a) 0.00163 b) 0.00035
c) 0.00393 d) 0.00002
g) Eltérmino de error |R5(x)| correspondiente al polinomio de Taylor de tercer orden
desarrollado en torno a x, = 0 para la funcion f(x) = sen(x) es:
x*cos(&) x*sen(&)
€) T| ) Tl
Para0 <& <x Para0 <& <x
0 [ ) [
Para0 < & <x Para0 < & <x
h) Si se aproxima sen(0.3) usando el polinomio de Taylor del numeral 5, entonces el

término del error de truncamiento o residuo |R5(x)| se puede acotar por:
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e) 0.0000997 f) 0.00997

g) 0.097 h) 0.000997

Responda las preguntas 9-12 con base en la figura 6.

0.301 0.301¢

Figura 6.

i) El polinomio de Taylor de tercer orden que aproxima localmente la funcion f(x) = e*

entornoa x, = 0 es:

x3

2
a) X —— b) X—7+?

3 2
Q) 1+x+S+% d) 1-x

j) Elerror absoluto que se obtiene al aproximar e3 usando el polinomio de Taylor de

tercer orden para la funcién f(x) = e* desarrollado en torno a x, = 0 es:
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a) 0.00393 b) 0.00002

c) 0.00035 d) 0.00163

k) El término de error |R5(x)| correspondiente al polinomio de Taylor de tercer orden en

torno a x, = 0 para la funcion f(x) = e* es:

gtet x*eb
) I b [
Para0 < £ <x Para0 < & <x
x*eb etet
0 |5 DN e
Para0 <& <x Para0 <& <x

I) Al aproximar e®3 usando el polinomio de Taylor del numeral 9 el término del error de

truncamiento o residuo |R5(x)| se puede acotar por:

a) 0.0004555 b) 0.045

c) 0.00455 d) 0.000045555

Responda las preguntas 13-16 con base en la figura 7.



(z) = In(z +1)

BC =0.144639471

= In(z+1)

Figura 7.

m) El polinomio de Taylor de tercer orden que aproxima localmente la funcion f(x) =

In(x + 1) entorno a x, = 0 es:

x3 x x
a) x—a b) X-;-i-?
) 1+x+i+% d) 1-x°
2! 3!

209

n) El error absoluto que se obtiene al aproximar [n(0.3) usando el polinomio de Taylor de

tercer orden para la funcion f(x) = In(x + 1) desarrollado en torno a x, = 0 es:

a) 0.14463

b) 0.00002

c) 0.00163

d) 0.00393




210

0) El término de error |R5(x)| correspondiente al polinomio de Taylor de tercer orden en

torno a x, = 0 para la funcion f(x) = In(x + 1) es:

x4-
|4!(g+1)4

x
b) |4—(§+ 1)4

Para0 <& <x Para0 <& <x

x4 x*
) |4(a+1)4 d) |4!(<g+1)4
Para0 < £ <x Para0 < £ <x

p) Al aproximar In(0.3) usando el polinomio de Taylor del numeral 13 el término del error

de truncamiento o residuo |R5(x)| se puede acotar por:

a) 0.62 b) 0.06002

c) 0.00060002 d) 0.006002

Responda las preguntas 17-20 con base en la figura 8.



o) = e

C CD =0.0039311853

028 0285 028 0295 03 0305 031

Figura 8.

q)
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- - . ., A2
El polinomio de Taylor de tercer orden que aproxima localmente la funcion f(x) = e™*

entornoax, = 0 es:

x?  x3
b) X—7+?

3

d x-—=

El margen de error absoluto que se obtiene al aproximar e ~%°° usando el polinomio de

. s .2
Taylor de tercer orden para la funcion f(x) = e ™" desarrollado en torno a x, = 0 es:

0.00393

b) 0.00035

0.00002

d) 0.00163
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s) El término de error |R5(x)| correspondiente al polinomio de Taylor de tercer orden en
torno a x, = 0 para la funcion f(x) = e~ gs;
xte8 (1664482 424) xtet (1664 —48:2412)
3) 41 b) 4!
Para0 <& <x Para0 < £ < x
xte8 (1664482 424) xte~t (1654 —48£2 +12)
2 41 a9 4!
Para0 < £ <x Para0 <& <x
t) Si se aproxima e~%° usando el polinomio de Taylor del numeral 17, entonces el

término del error de truncamiento o residuo |R5(x)| se puede acotar por:

a) 0.0004555

b) 0.0405

c) 0.00455

d) 0.00405

Bendiciones.
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Materiales:
Para poder llevar a cabo esta actividad de aprendizaje, los estudiantes necesitan tener los
siguientes materiales:

1. Fotocopia de la Actividad Test de Entrada

2. Calculadora, lapiz y papel.

Metodologia:
La estrategia metodoldgica para llevar a cabo esta actividad se compone de cinco aspectos

basicos:

1. EIl profesor del espacio académico, inicia la actividad con una explicacion tedrica al
grupo acerca de la definicion del concepto de los polinomios de Taylor, su error de
truncamiento y acotacion. Es muy importante la explicacion inicial del tema por parte del
maestro, luego a partir de la experimentacion los estudiantes afianzaran el conocimiento
mediante la interaccion con la App de GeoGebra para dispositivos mdviles, llegando a

una construccion propia de los conceptos.

2. La actividad esta centrada en el aprendizaje mévil o m-learning y una de las premisas de
la incorporacion de este recurso al proceso de aprendizaje es que se pueda democratizar
el conocimiento y que una persona pueda aprender en cualquier momento y desde
cualquier lugar. Por tal motivo, la experiencia puede desarrollarse en el aula de clase o

fuera de ella y cada estudiante desde su casa o desde el lugar que por diversas
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circunstancias deba desarrollarla est4 en plena libertad de hacerlo. Sin embargo, durante
el horario de clase se debe permanecer en el aula sobretodo en un programa presencial

como el que ofrece la Fundacion Universitaria Los Libertadores.

Como la estrategia metodoldgica de la investigacion es el disefio de cuatro grupos de
Solomon, esta actividad de aprendizaje debe aplicarse solamente a los dos grupos

experimentales, no a los cuatro grupos.

El trabajo de los estudiantes serd individual y cada uno de ellos debe explorar en el App
de GeoGebra para obtener sus propias conclusiones, construir sus ideas desde la
experimentacion mediante el uso de las herramientas que ofrece el software, sin embargo
se deja el espacio libre para que entre ellos puedan compartir sus experiencias con sus

pares y puedan aprender de lo que otros descubren.

Cada estudiante debe presentar al final sus resultados propios que se evidencian en el

desarrollo de esta actividad y su respectiva entrega para ser evaluada.

El profesor debe estar dispuesto a ayudar a quién le pida una explicacién, sin embargo,
no debe coartar que el estudiante explore y descubra por si mismo con el uso de la App
de GeoGebra. Por tal motivo el rol del profesor sera de acompafar el proceso de
exploracion y descubrimiento mas que el de dar la respuesta directa de los ejercicios

propuestos.
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ANEXO 3: UNIDAD DIDACTICA CON CALCULADORA CASIO fx-350MS

UNA ESTRATEGIA DE APRENDIZAJE DEL CONCEPTO DE POLINOMIOS DE TAYLOR,

SU ERROR DE TRUNCAMIENTO Y ACOTACION

3. Descripcién

Esta unidad didactica se desarrolla bajo un paradigma tradicional de aprendizaje en el que a
partir del uso de lapiz, papel y una calculadora de bolsillo se trabaja el concepto de los

polinomios de Taylor.

Para esto se han disefiado cuatro actividades: una actividad de entrada con animo de evaluar el
conocimiento que tienen los estudiantes antes de la intervencion, dos actividades de aprendizaje
cimentadas en el aprendizaje mévil mediante la interaccion con la calculadora de bolsillo y una

actividad de salida para evaluar los resultados obtenidos después de su implementacion.

4. Objetivos

2.1 General

El propdsito general de esta unidad didactica es que los estudiantes de la Facultad de Ingenieria 'y
Ciencias Basicas de la Fundacion Universitaria Los Libertadores, durante el periodo académico
2018-11, adquieran la competencia para desarrollar un polinomio de Taylor que aproxime la
funcion f(x) en torno a un valor x, de su dominio, asi como la competencia de cuantificar su

margen de error y acotacion.
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2.2 Especificos

Como evidencia de haber conseguido las competencias descritas en el objetivo general, cada

estudiante debera desarrollar las siguientes tareas a partir del desarrollo de esta unidad didactica:

3.2.1 Relacionar el valor x, en el dominio de la funcion f (x) con una aproximacion local de la

funcién mediante un polinomio.

3.2.2 Calcular algebraicamente el polinomio de Taylor correspondiente a la funcion f(x) en

torno a un valor x, de su dominio.

3.2.3 Determinar el error absoluto correspondiente a la aproximacion numérica encontrada

mediante un polinomio de Taylor.

3.2.4 Acotar el margen de error correspondiente a una aproximacién numérica calculada

mediante polinomio de Taylor.

5. Contenidos
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En este apartado se hace una breve introduccion al uso de la calculadora CASIO fx-350MS
como herramienta para complementar los célculos que no se puedan realizar con el lapiz y papel.
También se muestra un marco disciplinar que tiene como objetivo explicar mateméaticamente el
concepto de los polinomios de Taylor y la importancia que tienen en la aproximacion local de

otras funciones.

3.2 Marco Teorico

En el presente manual se relacionan las funciones con que cuenta la calculadora CASIO fx-
350MS como ayuda para efectuar algunos procesos que en lapiz y papel son un poco mas
complicados de realizar. En la figura 1 se muestran los materiales necesarios para el desarrollo

de esta unidad didactica

Figura 1.



218

La calculadora CASIO fx-350MS debe estar configurada de tal manera que los angulos se
manejen en radianes, para esto se va a la tecla MODE vy se elige la opcion Rad (2) y debe estar
en MODE Norm (3) (2) para ver los valores decimales de manera canonica y no en forma de
notacion cientifica.

3.2 Marco Disciplinar

Los polinomios de Taylor son un concepto fundamental en el desarrollo de los métodos
numeéricos, ya que a partir de ellos se deducen técnicas numéricas de gran valor para la solucion
de problemas matematicos, tales como, la aproximacion local de funciones en torno a un punto
de su domino, el célculo aproximado de ceros de una funcién. En métodos numéricos no se
puede subestimar la importancia de los polinomios de Taylor, conocimiento basico que debe
tener un estudiante para poder conceptualizar el curso, por tal motivo, esta unidad didactica tiene
como proposito que los aprendices construyan ideas propias acerca de qué es un polinomio de
Taylor, para qué sirve y cémo se construye, todo esto mediante el uso de la tecnologia,

especificamente con la aplicacion GeoGebra para dispositivos maviles.

3.2.1 Los Polinomios de Taylor
Un polinomio de Taylor se denota por B, (x) y sirve para aproximar una funcién f(x) en torno a
un valor x, de su dominio. Por ejemplo, en la figura 36 se puede apreciar como los polinomios
de Taylor de primer orden P;(x), segundo orden P,(x) y tercer orden P;(x), aproximan la

funcién exponencial natural f(x) = e* en torno al valor x, = 0 (de su dominio).
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Figura 36
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Como se puede apreciar en la figura 36 (desde la intuicion, mas adelante se explicara

matematicamente), el polinomio P;(x) aproxima a los valores de la funcion f(x) = e* en el

intervalo —0.4 < x < 0.4. De la misma manera el polinomio P,(x) aproxima los valores de la

funcion en el intervalo —0.6 < x < 0.6 mientras que el polinomio P;(x) se aproxima a los

valores reales de la funcion en el intervalo —1 < x < 1. Asi mismo, se logra visualizar como en

valores fuera de esos intervalos aparece un margen de error mas notorio entre el polinomio de

Taylor y la funcién f(x).

Ahora se considera otro punto dentro del dominio de la funcion f(x) = e* y se toman los

polinomios de Taylor de primer orden P;(x), segundo orden P,(x) y tercer orden P;(x), pero

esta vez en torno a x, = 1 como se ve en la figura 37.

Py ()

S

P2 (%)

/

Q

Py,
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Figura 37
Nuevamente, se observa que a mayor orden del Polinomio de Taylor éste se aproxima en un
intervalo mas amplio a los valores de la funcion.
La idea que se tiene para definir los polinomios de Taylor, es hallar un polinomio que se
aproxime al valor de la funcion f(x) en torno a un valor de su dominio x = x,, y para ello se
busca un polinomio que sea igual a la funcion en ese valor y a sus derivadas.
Un polinomio de Taylor de grado 1 tiene la forma
T, (x) = ¢y + c1x.
Y el objetivo es buscar que se cumplan las ecuaciones (1) y (2)
f(xo) = T1(xp). (1)
f'(x0) =Ty (x0). (2)
Para lograr que se satisfaga f(xy) = T;(x,) sencillamente el coeficiente ¢y = f(x,) y en el
segundo término c;x se cambia por ¢, (x — x,) para que al evaluar T; (x,) el segundo término
se anule, luego para lograr que f'(xo) = T; (x,) se observe la derivada T; (x,) = ¢4, por lo
tanto ¢; = f"(x,). De esta manera se concluye que el polinomio de Taylor de primer orden es
Ty = f(xo) + [ (x0) (x — x0). 3)
Anélogamente, un polinomio de Taylor de grado 2 tiene la forma
T, = ¢y + c1x + cx2.
Y debe satisfacer las condiciones
f(xo) = Ta(x0).  (4)
f'(x0) =Ty (x0). (5)
f7(x) =Ty (x0). (6)
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Para satisfacer (4) se hace ¢, = f(x,) Yy para que se anulen los otros dos términos del polinomio
al evaluar T, (x,) se traslada el polinomio cambiando x por (x — x,) obteniendo
T,(x) = f(x0) + c1(x — Xo) + c2(x — x0)? (7
Para cumplir la condicion (5) se calcula T,"(x) = ¢; + 2¢c,(x — x) Yy para que
[ (x0) = T2 (x0)
Se cambia c¢; por f'(xy) y el término 2c,(x — x,) NO €S para preocuparse porque se anula
cuando x = x,

Para que se satisfaga (6) se halla T, (x) = 2c, y para satisfacer que

f7(x0) = T (x0)

Se hace £ (x,) = 2¢; - ¢; = 22

Al final

u=fa@+fu@@—x@+f§“%x—%f

Y continuando con el mismo proceso se llega a que
u=f&@+fu@@—x@+f§“%x—%f+f€“%x—%f

Ty = F(rg) + £ (o) (e — x) + 109 (e — xy2 41 ”(6x°) (e —x0) +1 HZ(;CO) (x — x0)*

Teorema:
Sea f(x) una funcion n — veces derivable en el punto x = x,. Existe un polinomio T, y solo
uno de grado menor o igual que n que satisface las n + 1 condiciones

To(x0) = f(x0); Tn () = [ (x0)s w5 Ta™ (x0) = ™ (xo),

y dicho polinomio esta dado por la formula
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T = f(xo) + f (x0) (x — x0) + ! (ZxO) (x —x0)* + ! (6XO) (x — %)% + -
@)
+ f—ExO) (x —x)™

y se conoce como el polinomio de Taylor de orden n con centro en x,, Si x, = 0 se denomina

polinomio polinomio de Maclaurin de f(x).

Ejemplo

Halle el polinomio de Taylor de grado n para aproximar las funciones
d. y=e*entornoax, = 0.
e. y =sen(x) entornoaxy, = 0.

f. y=In(x)entornoax, = 1.

Solucion

d. Para hallar el polinomio de Taylor, primero se deben calcular las primeras n derivadas de

la funcién y evaluarlasen x = x, = 0

Primeras n derivadas de la funcion Primeras n derivadas de la funcién
y(x) = e* enlavariable x y(x) = e* evaluadasen x = x, =0
y(x) =e* y(0) =e’ =1
y'(x) = e* y'(0)=e®=1

yn(x) = e¥ yu(o) — 90 =1



yru(x) = eX y,u(o) — eO -1

y(n)(x) = eX y(n)(o) =el=1

Luego se sustituyen valores en la formula de Taylor

T = FGto) + F Cao) (e = x0) + L () 4 L0 o
M)
+ f—n(!XO) (x — xo)"

1 1 1
Tn=1+1(x—0)+E(x—0)2+€(x—0)3+---+E(x—0)”

x? x3 x™

— pX ~ — J— —_— .es e
y=e ~Tn—1+x+2+6+ +n!
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En la figura 38 se puede ver como algunos polinomios de Taylor aproximan los valores reales de

la funcién cada vez mejor en torno al valor x, = 0

T3 T» T

e. Primero se hallan las derivadas y se evalianen x = 0

Figura 38



Primeras n derivadas de la funcion

y(x) = sen(x) en la variable x

y(x) = sen(x)
y'(x) = cos(x)
y"(x) = —sen(x)

y"'(x) = —cos(x)

y™(x)

sen(x)sines dela forma 4k
_ { cos(x) sinesdela forma4k + 1
~ | —sen(x)0sinesdela forma 4k + 2
—cos(x) sinesde la forma 4k + 3

Luego se sustituyen valores en la formula de Taylor

[ (xo)

T = f (o) + f(x0) (x = x0) + == (x = %0)* +
(m)
+ ! n(!xO) (x — xo)™

0 1
Tn=0+1(x—0)+§(x—0)2—g(x—0)3+~--+

x3  x° x7 ™ (o
X A C)

—_— . n
6 120 5040 o

Tn
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Primeras n derivadas de la funcion
y(x) = sen(x) evaluadas en
XxX=x9=0

y(0) = sen(0)=0

y'(0) = cos(0) =1

y”“(0) = —sen(0) =0

y”(0) = —cos(0) = —1

y™(0)

0sinespar
={ 1sinesdela forma4k +1
—1sinesdela forma4k + 3

(= %0)° + -

y™(0)

(x—0)"

f. Primero se calculan las derivadas de y = In(x) yseevallanenx =a =1



Primeras n derivadas de la funcion Primeras n derivadas de la funcion
y(x) = In(x) en la variable x y(x) = In(x) evaluadas en
xX=x9=1
y(x) = In(x) y()= In(1) =0
y(x) =x7" y®= 1T =1
y"(x) =—1x7? y' ()= -1(1)72 =-1
y"'(x)=1-2x73 y"(1)=1-2(1)3=2
y"(x) =—1-2-3x"* Y"1 =-1-2-31)"*=6
y®E) = (DM (n - Dix" y™ @) = (D™ (- 1!

Luego se reemplaza en la formula de Taylor

Ty = o) + £ (o) = x0) + 1 ”(2"") (= xoy +1 "(6’“") (x = x0)* + -+
m)
+ ! n(!XO) (x —xo)™

(- (- 1)

1 2
Tn=0+1(x—1)—§(x—1)2+g(x—1)3— (x—1)"

(_1)n+1
n

1 1
Tn=(x—l)—z(x—l)z+§(x—1)3—-~~+ (x—1"

En términos generales

n

—1)G+1) .
y=In(x) ~ T, :Z%O“ 1)

i=1

La figura 39 muestra algunos polinomios de Taylor paray = In(x) entornoax, = 1
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A \ Figura 39

Sin embargo, aunque el polinomio de Taylor genera una aproximacion al valor de la funcion
f(x) en torno a un valor especifico x = x,, esto no quiere decir que al evaluar cualquier x en el
polinomio de Taylor se obtenga el valor exacto de la funcion. Existe un margen de error R(x),
entre el valor dado por el polinomio y el valor real de la funcion.
En el caso del polinomio de Taylor de grado 1:
R(x) = f(x) = T1(x)

R(x) = f(x) = [f (xo) + f'(2x0) (x — x0)]
Luego

R(xo) = f(xo) = [f (x0) + f'(x0) (xg — x0)] = 0

R'(x) = f'(x) — f'(x0)
R'(x0) = f'(x0) = f'(x0) =0

Al definir la funcion g(x) = (x — x,)?, se sustenta el siguiente analisis

R(x) R(x)—0

gx) gkx) -0
9(x) — g(xo)
_ R'(x1)

= 7 ('Por el teorema del valor medio generalizado")
1
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Eligiendo x, favorablemente en el intervalo (x,, x) y para facilitar la demostracién suponga que
Xo < x.Como R'(xg) =0y g'(xg) =2(xg—2x9) =0

R'(x1) _ R'(x1) -0
g'(x1)) g'(x))—0

_ R'(x1) — R'(x0)
g'(x1) — g'(xo)

R"(x
= # ('Por el teorema del valor medio generalizado")
9" (x3)
Eligiendo x, favorablemente en el intervalo (x,, x;)
Luego por transitividad se tiene que

R@) _R'(x)
9@~ 97

Eligiendo x, < x, < x; < x de manera favorable. Derivando se tiene que g"'(x) = 2y R"(x) =

f"'(x), por lo tanto al sustituir en la igualdad anterior

R(x) _ f"(x2)
g(x) 2

Llegando al siguiente resultado para el error

f(x2)

R(x) = >

(x — x0)?
De manera inductiva se puede probar que, para el polinomio de Taylor de grado n — 1, el

margen de error esta dado por la ecuacion

f™E©)

n!

Ry 1(x) = (x = xo)"

Donde se elige ¢ € (x,, x) favorablemente.

Todo este analisis lleva al siguiente resultado conocido como la formula de Taylor:
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Formula de Taylor

Sea f(x) derivable n+1 veces en un intervalo I = (x, — &, x, + §). Entonces para todo x € I se

tiene:
" (n)
FG) = Fxo) 1 (eo) x — x0) + 1 ;"°) (x4t n(!x°) (x = %0)" + Ra(x)
Con
(n+1)
Rl =Ly

(n+1)!
Donde se elige un valor & € (x,, x) adecuado. El término R,,(x) es el error de truncamiento o

residuo asociado al polinomio.
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4, Secuencia de contenidos

El siguiente esquema permite visualizar los principales contenidos interrelacionados alrededor de
la exploracion con el App de GeoGebra para dispositivos mdviles encaminados a la construccién

del concepto de los polinomios de Taylor, su margen de error y acotacion.
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Construcciones

Geométricas

implementadas
en

—>
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Polinomios de Taylor

Tsu

Margen de eror
o Residuo

Acotar teoticamente

dades

ivi

5. Secuencia de act
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Con las siguientes actividades se pretende plantear una situacion con enfoque tradicional de
ensefianza, para que los estudiantes de la Fundacion Universitaria los libertadores durante el
periodo académico 2018-1l, comprendan el concepto del polinomio de Taylor, su margen de

error y acotacion.

5.1 Actividad 1.
En la actividad 1, el estudiante encuentra una serie de ejemplos ilustrativos que le permiten ver el
polinomio de Taylor como una aproximacion local de funciones. Luego se plantean algunos
ejercicios para afianzar el tema. Esta actividad se ve relacionada al desarrollo del objetivo

especifico 2.2.1.

5.2 Actividad 2.
En la actividad 2, el estudiante encuentra una explicacion tedrica acompafiada de una serie de
ejemplos ilustrativos que le permiten calcular algebraicamente un polinomio de Taylor que se
aproxima a la funcion f(x) en torno a un valor de su dominio. Luego se plantean algunos
ejercicios para afianzar el tema. Esta actividad se ve relacionada al desarrollo del objetivo

especifico 2.2.2.

5.3 Actividad 3.
En la actividad 3, el estudiante encuentra una explicacion tedrica acompafiada de una serie de
ejemplos ilustrativos que le permiten comprender el concepto de error absoluto en la
aproximacion numérica mediante polinomio de Taylor. Luego se plantean algunos ejercicios

para afianzar el tema. Esta actividad se ve relacionada al desarrollo del objetivo especifico 2.2.3.
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5.3 Actividad 3.
En la actividad 4, el estudiante encuentra una explicacion tedrica acompafiada de una serie de
ejemplos ilustrativos que le permiten entender la acotacion del error en una aproximacion
numérica mediante polinomios de Taylor. Luego se plantean algunos ejercicios para afianzar el

tema. Esta actividad se ve relacionada al desarrollo del objetivo especifico 2.2.4.

5.4 Evaluacion
La evaluacion es un cuestionario de 20 preguntas de maltiple respuesta donde una es correcta y

las restantes son distractores.

6. Materiales:

Para poder llevar a cabo esta actividad de aprendizaje, los estudiantes necesitan tener los

siguientes materiales:

3. Fotocopia de la Actividad Test de Entrada

4. Calculadora, lapiz y papel.

7. Metodologia:

La estrategia metodoldgica para llevar a cabo esta actividad se compone de cinco aspectos

basicos:
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10.
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El profesor del espacio académico, inicia la actividad con una explicacion tedrica al
grupo acerca de la definicion del concepto de los polinomios de Taylor, su error de
truncamiento y acotacion. Es muy importante la explicacion inicial del tema por parte del

maestro.

Como la estrategia metodoldgica de la investigacion es el disefio de cuatro grupos de
Solomon, esta actividad de aprendizaje debe aplicarse solamente a los dos grupos

experimentales, no a los cuatro grupos.

El trabajo de los estudiantes serd individual y cada uno de ellos debe resolver las
actividades para obtener sus propias conclusiones y construir sus ideas, sin embargo se
deja el espacio libre para que entre ellos puedan compartir sus experiencias con sus pares

y puedan aprender de lo que otros descubren.

Cada estudiante debe presentar al final sus resultados propios que se evidencian en el

desarrollo de esta actividad y su respectiva entrega para ser evaluada.
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ACTIVIDAD 1
Ejemplo 1.
En la figura 6, se observa la funcion f(x) = sen(x) y un polinomio de Taylor de quinto orden
que la aproxima en torno al valor x, = 0 de manera local. El circulo punteado sirve para resaltar
el hecho que para ciertos valores dentro de un intervalo en torno a x, = 0, el margen de error de
aproximacion es aceptable pero en valores fuera de ese intervalo el margen de error es cada vez

mayor.

flz) = sen(z) ’ b

Figura 6.

En la figura 7, se puede apreciar como un polinomio de Taylor de quinto orden aproxima

localmente la funcién f(x) = sen(x) en torno al valor x, = m. En el circulo punteado se puede
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visualizar como las funciones coinciden en x, = m, sin embargo, en valores diferentes existe un

margen de error que es pequefio dentro del circulo y fuera del circulo se hace cada vez mayor

-6

Figura 7.

La figura 8, muestra como un polinomio de Taylor de segundo orden aproxima localmente la

funcion f(x) = e* en torno al valor x, = 1

La figura 9 muestra la funcion f(x)

aproxima localmente en torno a x, =

Figura 8.

2 - .
= e~* y un polinomio de Taylor de tercer orden que la

-2
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Figura 9.
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Con base en los ejemplos anteriores resuelva los ejercicios 1-4:

1. Enlafigura 10 se muestra la funcion f(x) = cos(x) y un polinomio de Taylor que la

aproxima localmente en torno a:

5

Figura 10.

a) x0=0 b) X0=1

C) xo=1 d) x, =-33

2. Enlafigura 11 se muestra la funcion f(x) = v/x y un polinomio de Taylor que la

aproxima localmente en torno a:

Figura 11.
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a) x0=0 b) x0=1

C) Xo =T d) x0=4

En la figura 12 se muestra la funcién f(x) = iy un polinomio de Taylor que la aproxima

localmente en torno a:

Figura 12,

a) XO=_1 b) XO=1

C) Xg = 05 d) Xg = _05

En la figura 13 se muestra la funcién f(x) = tan(x) y un polinomio de Taylor que la

aproxima localmente en torno a:
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Figura 13

a) x =0 b) xo=m

C) XO=1 d) X0=3
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ACTIVIDAD 2

Lea la siguiente informacion y luego responda las preguntas 5-11.

Teorema:
Sea f(x) una funcion n — veces derivable en el punto x = x,. Existe un polinomio T, y solo
uno de grado menor o igual que n que satisface las n + 1 condiciones
To(xo) = £ (0); T (%) = [/ (%0 s Ta™ (x0) = £ (o)
dicho polinomio esta dado por la formula

[ (xo)
2

[ (xo)
6

T = f(x0) + f(x0) (x — xo) + (x — x0)* + (x = x0)> + -+

M)
+ f—(|x0) (x —xo)™

A este polinomio se le conoce como el polinomio de Taylor de orden n

En caso tal que x, = 0 el polinomio recibe el nombre de polinomio de Maclaurin
Ejemplo 2

Halle el polinomio de Taylor de grado n que aproxima localmente la funcién y = e* en torno a

XO=O

Solucion
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Para hallar el polinomio de Taylor, primero se deben calcular las primeras n derivadas de la

funcién y evaluarlasen x = x, = 0

Primeras n derivadas de la funcion Primeras n derivadas de la funcion
y(x) = e* en la variable x y(x) = e* evaluadasen x = x, = 0

y(x) =e* y(0)=e’ =1
y'(x) =e* y'(0)=e’=1
y'(x) =e* y’(0)=e®=1
yul(x) — ex y,n(o) — eO — 1
y™ () = e* y™(0) =e® =1

Luego se sustituyen valores en la formula de Taylor

T = f(xo) + [ (x0)(x — x0) + ! (ZXO) (x — x0)* + %(x —x0)> + -+

m
4 f—('x") (x — x)"

1 1 1
Tn=1+1(x—0)+E(x—0)2+g(x—0)3+---+E(x—0)"

2 x3 xn
=e*=T,=1+x+—5+—++—
Y n 2 "6 n!

5. Si usted desea calcular el valor aproximado de cos(3.12) mediante un polinomio de

Taylor ¢Cual de los siguientes elegiria?



(x-m)3

3!

Ps(x) = —(x —m) +

(x—m)>
5!
(x-m)?  (x-m)*

Py(x) = —1 + 272 - &

(x4m)?

_ (x+m)*

b) Ps(x)=-1+

2!

d) Ps(x) =—(x+m)+

(x+m)5
5!

(x+m)3
3!
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Si usted desea calcular el valor aproximado de sen(—3,12) mediante un polinomio de

Taylor. ¢Cudl de los siguientes elegiria?

(x+m)? _ (x+m)*

Ps(.X') =—-1+ 2 2

(x-n)?  (x-m)*

Ps() = -1+ 4!

b) Ps(x) =—(x+m)+

(x+m)5
5!

d) Py(x) = —(x — ) +

(x—m)>

5!

(x+m)3
3!

(x—m)3

3!

Si usted desea calcular el valor aproximado de cos(—3,12) mediante un polinomio de

Taylor. ¢Cual de los siguientes elegiria?

3
Ps(x) = —(x + m) +(x+Tn)—
(x4m)5

5!

(x-m)3

3!

Ps(x) = —(x —m) +

(x4m)?

_ (x+m)*

b) Ps(x) = -1+—;

4!

2 _ (X—TL')4

d) Ps() = —1+57

4!
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(x—m)>

5!

Si usted desea calcular el valor aproximado de sen(3,12) mediante un polinomio de

Taylor. ¢ Cudl de los siguientes elegiria?

—)3 I .
Ps() = ~(x —m) + 50 - ) Ps(x) = =1+ 40t _ G
(x-m)®
5!
2 4 5
Ps(x) = -1 +M_M d) P5(X') — —(x+77.') 4 (x+m)°

2! 4! 3!

(x+m)°
5!

Si usted desea calcular el valor aproximado de V4.2 mediante uno de los siguientes

polinomios de Taylor. ¢ Cual le parece pertinente elegir?

a) Ps(x) = —(x—4)+(";—j")3_ b) Py(x) =2+ 0.25(x — 4)
(x—4)5
5!
c) Pp(x) =2+0.25(x—4) - O P =1+ (x—4)+ &2y

2

_ 2
0.03125 % (x-1)?
6
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10. Cual de las siguientes gréaficas corresponde al polinomio de Taylor de quinto orden que
aproxima la funcidon f(x) =In(x) localmente, en torno a x, =2 . Utilice las

herramientas de la calculadora CASIO fx-350MS para explorar en detalle cada gréfica.

9) h)

11. Cuél de las siguientes graficas corresponde al polinomio de Taylor de sexto orden que
aproxima la funcion f(x) = xe* localmente, en torno a x, = 0. Utilice las herramientas

de la calculadora CASIO fx-350MS para explorar en detalle cada grafica.



flg) = z¢”

d)

flo) = ze”

I 2 -1
flr) = ze"
i 2 ]
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ACTIVIDAD 3
Lea la siguiente informacidn y con base en ella responda las preguntas 12-15
El error absoluto existente entre el polinomio de Taylor y una funcion f(x) se puede definir por
la ecuacion
|Rn ()| = 1f (x) = P, (x|
Para calcular este margen de error, primero se debe hallar el polinomio de Taylor en lapiz y
papel, luego, con ayuda de la calculadora CASIO fx-350MS se hallan los valores de f(x)y

P, (x) para en seguida encontrar el valor absoluto de esta diferencia.

12. Cual de los siguientes intervalos es el mas amplio en que se obtiene un margen de error

absoluto inferior a 0.02

a) (=0.4,0.4) b) (-0.3,0.3)

c) (—0.45,0.45) d) (=0.5,0.5)

13. Cual de los siguientes intervalos es el mas amplio en que se obtiene un margen de error

absoluto inferior a 0.0002

a) (—0.15,0.15) b) (—0.14,0.14)

) (-0.12,0.12) d) (-0.13,0.13)
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14. Cual de los siguientes intervalos es el mas amplio en que se obtiene un margen de error

absoluto inferior a 0.000002

a) (—0.08,0.08) b) (—0.09,0.09)

c) (—0.0001,0.0001) d) (-0.07,0.07)

15. Cual de los siguientes intervalos es el mas pequefio en que se obtiene un margen de error

absoluto mayor que 0.1

a) (=0.7,0.7) b) (~0.8,0.8)

¢) (=0.5,0.5) d) (—0.6,0.6)
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ACTIVIDAD 4

Responda las preguntas 16-19 con base en la siguiente informacion:

Formula de Taylor

Sea f(x) derivable n+1 veces en un intervalo I = (x, — &, xy + ). Entonces para todo x € I se

tiene:

f(x) = f(x()) +f’(x0)(x — Xo) +f EXO) (x — xO)Z + 4

(n
z‘———(ﬁz(ﬂf-—x())”ﬂ‘-Rn(X)

)
nl
Con

_[©

T (n+1)! (= x) ™Y

R, (x)

Donde se elige un valor & € (x,, x) adecuado. El término R,,(x) es el error de truncamiento o

residuo asociado al polinomio.

Ejemplo 3:
Funcion f(x) Polinomio de Taylor Error de
truncamiento 0
residuo R, (x)
asociado al
polinomio.
JEOZsn® py=x-t Ry =

Entornoax, =0
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O =sente) X cos®)

5
30 51

Entornoax, =0

(X) ES ex xz ef
f P;(x)=1+x +§ R;(x) = Ix‘*
X3
T3

Entornoax, =0

Como se puede ver, los polinomios de Taylor de tercer y cuarto orden para la funcion f(x) =

sen(x) son en torno a x, = 0 son iguales, sin embargo, el error de truncamiento es diferente.

Ejemplo 4:

Calcular el valor aproximado de e®! y su respectivo error de truncamiento utilizando el
polinomio de Taylor de tercer orden en torno a x, = 0

Solucion:

Como vya se tiene del ejemplo 3 el polinomio de Taylor de tercer orden y su respectivo error de

truncamiento son:

x? X Ry(x) = ¢ ¢+ Respectivamente
P3(X)=1+X+E+§ y 3\X) =X P :
Entonces
) 0.12 0.13
60' ~1+01+ 7 + ? = 1.105166667
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¢
e
R;(0.1) = E(O.l)4 con 0<&<0.1

se ve graficamente en la figura 15 como
|R53(0.1)] < 0.0000046049
para

0<&<0.1

a = (0.0999999668, 0.0000046049)

&
b

9.9985E-2 0.09999 9.9995E-2 01 1.00005E-1 0.10001 1.000151

Figura 20

16. Haga las cuentas en su cuaderno para determinar cudl de los siguientes es el polinomio de

Taylor de segundo orden P, (x) para la funcion f(x) = e*cos(x) desarrollado en x, = O:
x? x?
a) Pz(x)=1+x+; b) Pz(x)=1—x+;

c) Pb(x) =1—x d P,(x) =1+x

17. Considerando la opcion escogida en el numeral 22, ;cudl de las siguientes es la

aproximacion numeérica para f(0.5)? apoyese de la calculadora CASIO fx-350MS

a) 1.5625 b) 0.625
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c) 05 d) 15

18. Si se define el error absoluto entre el valor de la funcién y el polinomio de Taylor por

|f(x) — B,(x)| . ¢Cudl es el error absoluto |f(0.5) — P,(0.5)| considerando los

pardmetros de los numerales 22 y 23? (apoyese de la calculadora CASIO fx-350MS para

conocer el valor exacto de f(0.5) )

a) 0.053110963 b) 0.0053110963

c) -0.0053110963 d) -0.053110963

19. ¢Cual de los siguientes es el término del error de truncamiento para la aproximacion

numérica pedida en el numeral 23?

£ £
2) Ry(x) = - X (053 b) Ry(x) = —Zcostasend) o3
con0<éE<K05 con0<é<x
£ 3
C) R, (X) __¢ (cos;-ksenf) X3 d) Rz(x) __¢ (cosfé+sen€) (0.5)3
con0<é&<x con0 <& <05

Aproximaciones a la funcion f(x) = sen(x?) mediante polinomios de Taylor
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f(z) =|sen(z?)

AAAN R/\ AN
WV \/\/\/\/\/

La aproximacion numérica de esta funcion es muy interesante, debido a que el calculo de la

integral definida f: sen(x?)dx resulta ser complicado por medio del teorema fundamental del

, .. . ., ;- 2
calculo. En esta actividad se pretende hacer una aproximacion numérica de fo sen(x?)dx.
20. en torno a cudl de los siguientes valores se debe definir el polinomio de Taylor para

. . .y, 2
lograr una mejor aproximacion a " sen(x?)dx :

a) xo=1 b) x, = 1.27

C) xO = 2 d) xO = 027

21. Dado que foz sen(x?)dx =~ foz Pg(x)dx. Segun su eleccion del numeral 28, el valor

aproximado de foz sen(x?)dx es:

a) 0.8412740481 b) -8.1246708135

c) 0.8291311994 d) -0.303640779



253

TEST DE EVALUACION

1. La figura 1 muestra la funcion f(x) = e y un polinomio de Taylor que la aproxima

localmente en torno a:

Figura 1

a) x0:1 b) x0:0

€) ¥o=0 d yo=1

2. La figura 2 muestra la funcion f(x) = v1 — senx y un polinomio de Taylor que la aproxima

localmente en torno a:

Figura 2




a) x0:0

b) x0=1

C) Yo=1

d ¥ =0
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3. La figura 3 muestra la funcién f(x) = tan(x) y un polinomio de Taylor que la aproxima

localmente en torno a:

Figura 3

a) ¥o=0

C) x0=T[

4. La figura 4 muestra la funcion f(x) = In(2x) y un polinomio de Taylor que la aproxima

localmente en torno a:
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P(x) flz) = In(2x)

Figura 4

Q.

{D CD =0.0000202067

1@) = sen(a) \

-1

o

z—1.°"
i G

0.29996 0.29998 o 0.30002 0.30004

0.29994

Figura 5.

5. El polinomio de Taylor de tercer orden que aproxima localmente la funcion f(x) =

sen(x) entornoax, = 0 es:
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2 3 2
8 1+x+i+% b) 1-x
2 3 3
) x——+= d) x—=
2 3 3!
6. El error absoluto que se obtiene al aproximar sen(0.3) usando el polinomio de Taylor de
tercer orden para la funcién f(x) = sen(x) desarrollado en torno a x, = 0 es:
a) 0.00163 b) 0.00035
c) 0.00393 d) 0.00002
7. El término de error |R5(x)| correspondiente al polinomio de Taylor de tercer orden
desarrollado en torno a x, = 0 para la funcion f(x) = sen(x) es:
x*cos(&) x*sen(&)
a) T| b) Tl
Para0 <& <x Para0 <& <x
x*sen(§) x*cos ()
9 =54 § =5
Para0 < £ <x Para0 < & <x
8. Si se aproxima sen(0.3) usando el polinomio de Taylor del numeral 5, entonces el

término del error de truncamiento o residuo |R5(x)| se puede acotar por:
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a) 0.0000997

b) 0.00997

c) 0.097

d) 0.000997

Responda las preguntas 9-12 con base en la figura 6.

85

0.301

0.301¢

Figura 6.

9. El polinomio de Taylor de tercer orden que aproxima localmente la funcion f(x) = e*

entornoa x, = 0 es:

3
a) X—;

x3

2
b) x —=+=
2 3

2 3
) 1+x+>+=
2! 3!

d 1-—x2

10. El error absoluto que se obtiene al aproximar ¢%3 usando el polinomio de Taylor de

tercer orden para la funcion f(x) = e* desarrollado en torno a x, = 0 es:
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a) 0.00393

b) 0.00002

c) 0.00035

d) 0.00163

11. El término de error |R5(x)| correspondiente al polinomio de Taylor de tercer orden en

torno a x, = 0 para la funcion f(x) = e* es:

gtet x*eb
) I b [
Para0 < £ <x Para0 < & <x
x*eb etet
0 |5 DN e
Para0 <& <x Para0 <& <x

12. Al aproximar e%3 usando el polinomio de Taylor del numeral 9 el término del error de

truncamiento o residuo |R5(x)| se puede acotar por:

a) 0.0004555

b) 0.045

c) 0.00455

d) 0.000045555




259

Responda las preguntas 13-16 con base en la figura 7.

-1.1 -1 -09 -08

@) = @+ 1)
BC =0.144839471

TN

= In(z+1)

Figura 7.

13. El polinomio de Taylor de tercer orden que aproxima localmente la funcién f(x) =

In(x + 1) entorno a x, = 0 es:

x3 x%  x3
a) x—a b) X-;-i-?
) 1+x+i+% d) 1-x°
2! 3!

14. El error absoluto que se obtiene al aproximar [n(0.3) usando el polinomio de Taylor de

tercer orden para la funcion f(x) = In(x + 1) desarrollado en torno a x, = 0 es:

a) 0.14463 b) 0.00002




c) 0.00163

d) 0.00393

15. El término de error |R5(x)| correspondiente al polinomio de Taylor de tercer orden en

torno a x, = 0 para la funcion f(x) = In(x + 1) es:

4

X
a) |u@+n4

Para0 <& <x

x
b) |4—(§+ 1)4

Para0 <& <x

x4

C) |4(§+1)4

Para0 < £ <x

x4
d) |4!(§+1)4

Para0 < £ <x
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16. Al aproximar In(0.3) usando el polinomio de Taylor del numeral 13 el término del error

de truncamiento o residuo |R;(x)| se puede acotar por:

a) 0.62

b) 0.06002

c) 0.00060002

d) 0.006002




Responda las preguntas 17-20 con base en la figura 8.

fey=e

C

028 0285 028 0295 03

CD =0.0039311853

0305 031

Figura 8.
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17. El polinomio de Taylor de tercer orden que aproxima localmente la funcion f(x) = e

entornoax, = 0 es:

2
a) 1—x b) x_x_+x_
2 ' 3

2 3 3

) 1+x+=+= d) x-=

2! 3! 3!

18. El margen de error absoluto que se obtiene al aproximar e ~%°? usando el polinomio de

. s .2
Taylor de tercer orden para la funcion f(x) = e ™" desarrollado en torno a x, = 0 es:

a) 0.00393

b) 0.00035

c) 0.00002

d) 0.00163
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19. El téermino de error |R5(x)| correspondiente al polinomio de Taylor de tercer orden en

-7 2
torno a x, = 0 para la funcion f(x) = e™" es:

xte8 (1664482 424)

xtet (1664 —48:2412)

2) Y b) Py
Para0 <& <x Para0 < £ < x
xte8 (1664482 424) xte~t (1654 —48£2 +12)
C) 4! d) 4!
Para0 < £ <x Para0 <& <x

20. Si se aproxima e %9 usando el polinomio de Taylor del numeral 17, entonces el

término del error de truncamiento o residuo |R5(x)| se puede acotar por:

a) 0.0004555

b) 0.0405

c) 0.00455

d) 0.00405

Bendiciones.
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ANEXO 4: POS TEST

Responda las preguntas 1-5 con base en la figura 1.

flz) = €

Figura 1.

1. La figura 1 muestra la funcion f(x) = e* y el polinomio de Taylor P;(x) que la

aproxima localmente en torno a:

a) xp=0 b) xp =1

C) yo=1 d yo=0




La ecuacion correspondiente al polinomio de Taylor que se muestra en la figura 1 es:
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2 3
a) 1—-x+——-=
2 6

3

2
b) —1+x—=+=
2 6

x%  x3
0 —x+5-%
2 6

2 3
d) 1+x+=+=
2 6

El error absoluto determinado al aproximar el valor numérico de e°2 mediante el

polinomio de Taylor P;(x) de la figura 1 es:

a) 0.000358807

b) 0.358807

c) 0.00358807

d) 0.0358807

El término de error |R;(x)| correspondiente al polinomio de Taylor de tercer orden en

torno a x, = 0 para la funcion f(x) = e* es:

ttes x*eb

) [5 o) |5
Para g entre 0 y x Para § entre 0 y x
x*eb g*et

9 I )

Para0 <& <x

Para0 <& <x
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5. Al aproximar el valor numérico de e°3 usando el polinomio de Taylor del numeral 4, el

término del error de truncamiento o residuo |R;(x)| se puede acotar por:

a) 0.003375 < |Rs(x)| < 0.004555

b) 0.3375 < |Rs(x)| < 0.4555

¢) 0.03375 < |Rs(x)| < 0.04555

d) 0.0003375 < |Rs(x)| <

0.0004555
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Responda las preguntas 6-10 con base en la figura 2.

05 1 15 2

Figura 2.

6. La figura 2 muestra la funcion f(x) = e~*" y el polinomio de Taylor P,(x) que la

aproxima localmente en torno a:

a) x0:0 b) x0=1

C) yo=1 d y0=0

7. La ecuacion correspondiente al polinomio de Taylor que se muestra en la figura 2 es:
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_1\4 4

8 1-(x-1?+EL b) 1+x2+%
4 —_1\4
) 1-x2+% d) 1+ -1+

8. De acuerdo con la ecuacion elegida en el numeral 7, determine cudl de las siguientes
opciones es el valor de f_ll P,(x)dx siendo este una aproximacion de f_11 e~*"dx usando
el polinomio de Taylor P,(x) en torno a x, = 0.
a) 1.433333333 b)y 1477777777
c) 1533333333 d) 1511111111

9. Si se acepta como valor real de f_lle‘xzdx = 1.4936482655457, entonces, el margen
de error absoluto ¢ = |f_11 e dx — f_ll P4,(x)dx| es:
a) 0.060314932 b) 0.015870488
c) 0.039685068 d) 0.017462846

10. El término de error |R,(x)| correspondiente al polinomio de Taylor de cuarto orden en

.z 2
torno a x, = 0 para la funcion f(x) = e™" es:
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x5e~8 (16083 +32£5-120¢)

x5e~ (16083 +3265-120¢)

4! b) 24
Para0 <& <x
Para & entre 0 y x
x5e=¢ (16083 -3265-1208) d) x5e=¢ (16063 +326°5-1208)
5! 120
Para & entre 0 y x Para0 <& <x




Responda las preguntas 11-15 con base en la figura 3.

05 1 15 2 5

—1

Figura 3.

11. La figura 3 muestra la funcion f(x) = sen(x?) y el polinomio de Taylor P;(x) que la

aproxima localmente en torno a:
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c) x, =08 d) —08<x,<08

12. La ecuacion correspondiente al polinomio de Taylor que se muestra en la figura 3 es:
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b) x?

d) 2x*

13.

De acuerdo con la ecuacion elegida en el numeral 12, determine cuél de las siguientes

. 1 . . .z 7.
opciones es el valor de f_1P3(x)dx siendo este una aproximacion numérica de

f_ll sen(x?)dx.

a) 0.62874652452

b) 0.6205

¢) 0.65051054520

d) 0.666666666

14.

Si se acepta como valor real de f_llsen(xz)dx= 0.6205366042161, entonces, el

margen de error absoluto & = |f_11 sen(x?)dx — f_ll P3(x)dx| es:

a) 0.00046130062

b) 0.004613006245

c) 0.0461300624506

d) 0.000046130062

15.

El término de error |R5(x)| correspondiente al polinomio de Taylor de tercer orden en

torno a x, = 0 para la funcion f(x) = sen(x?) es:
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4_ 2\ _ 2 2
) (168 12)sen(f6) 48&2cos(& )x3

Para0 <& <x

4_ 2)_ 2 2
b) (168 12)sen(;‘4) 48&%cos(¢& )x4

Para § entre 0 y x

—(16&* — 12)sen(&?) + 48&%cos(é7

6

Paragentre 0y x

‘—(16&4 — 12)sen(§?) + 48&2cos (&
4!

Para0 < §<x
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Responda las preguntas 16-21 con base en la figura 4.

Figura 4.

16. Si se desea aproximar el valor numérico de cos(1.5) usando un polinomio de Taylor de

tercer orden, cual de los siguientes valores tomaria como x:

a) x =0 b) xo =~

€) xo=7 d) x ==

17. La ecuacidén correspondiente al polinomio de Taylor de tercer orden para la funcién

f(x) = cos(x) en torno al valor x, seleccionado en el numeral 16 es:

A —(x-f)+i -’
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— 1,2
b) 1 SX
Y
2
B) =1+ cos (M) (x4 2 () () amyg
2 cos 3 (X 3) 2! (x 3) 3! (x 3)

18. La aproximacion numérica para cos(1.5) obtenida del polinomio elegido en el numeral
17 es:
a) 0.070712357 b) 0.071248564
c) 0.071 d) 0.070737186

19.

Considerando que el valor real de cos(1.5) = 0.070737201. El error absoluto con

respecto a la aproximacion obtenida del polinomio de Taylor en el numeral 18 es:

a) 0.00014 b) 0.0000014

c) 0.000000014 d) 0.000014

20.

El termino del error o residuo para el polinomio de Taylor de tercer orden de la funcion

f(x) = cos(x) desarrollado en torno a x, = 0 est4 determinado por la ecuacion:
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cos@) (. _ T4 sen(@ . _ Ty4
24 (x 2) b. 24 (x 2)
1.5 < <T[ T
S < 2 15<é<=
2
m(x_ﬂ)‘l d &(f)x4|
24 ' 24
15<é<m 0<é<15
TABLA DE RESPUESTAS:
112|3|4|5|6|7]|8 10(11(12 /13|14 |15|16(17|18|19|20 |21
A
B
C
D

iBENDICIONES!




ANEXO 5: TEST ACTITUDINAL DE ESCALA TIPO LIKERT
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Instrucciones: Estimado alumno, el presente cuestionario tiene el propdsito de recopilar

informacion sobre el interés que tienes por el area de mateméticas. Te agradeceria leer

atentamente y marcar con una (X) la opcion correspondiente a la informacion solicitada. Es

totalmente an6nimo y su procesamiento es reservado. Estos datos servirdn para conocer cuél es

la situacion de tu motivacion hacia el espacio académico métodos numericos después de haber

interactuado y experimentado con la aplicacion de GeoGebra desde tu dispositivo mavil (celular,

Tablet, etc.) y mejorar, si es necesario, aquellos aspectos que lo requieran. Si no has

comprendido algo puedes preguntarlo ahora.

RESPUESTA, en beneficio de la calidad en la educacion.

DIMENSION INTRINSECA

Te pedimos SINCERIDAD EN TU

MOTIVACION

SIEMPRE

CASI

SIEMPRE

ALGUNAS

VECES

MUY

POCAS

VECES

NUNCA

1. Cuando se incluye la
interaccion con GeoGebra
desde mi dispositivo movil,
pongo mucho interés en lo que
hacemos en la clase de

métodos numeéricos.
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2. Cuando se incluye durante las
clases la interaccion con
GeoGebra desde mi
dispositivo movil, deseo con

frecuencia que no termine.

3. Pongo gran atencion a lo que
dice el profesor en la clase de
métodos numéricos, cuando se
incluye en la metodologia, la
interaccion con  GeoGebra

desde mi dispositivo mavil.

4. Cuando se incluye la
interaccion con GeoGebra
desde mi dispositivo movil,
tomo parte en las discusiones
0 actividades que se realizan
en clase, pues siento el deseo

de hacerlo.

5. Cuando se incluye Ia
interaccion con GeoGebra
desde mi dispositivo movil,

NO me distraigo en clase
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haciendo garabatos, hablando
con mis compaferos/as o0

pasandome notas.

. Cuando se incluye la
interaccion con GeoGebra
desde mi dispositivo movil, a
menudo soy yo el que
expongo a mis compareros/as
el trabajo realizado en clase,
pues siento el deseo de

hacerlo.

. Cuando se incluye la
interaccion con GeoGebra
desde mi dispositivo movil en
clase de métodos numéricos,
no suelo aburrirme o

quedarme dormido.

. Cuando se incluye la
interaccion con  GeoGebra
desde mi dispositivo movil en
el espacio académico de

métodos numeéricos, realizo
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trabajos extra que me
permitan sequir
experimentando en el App por

mi propia iniciativa.

. Cuando se incluye la
interacciébn con GeoGebra
desde mi dispositivo mavil en
clase de métodos numéricos,

me siento a gusto y bien.

Cuando se incluye la
interaccion con GeoGebra
desde mi dispositivo movil,
termino satisfecho con las
actividades académicas que se

realizan en el salén.

Estoy satisfecho con mi
aprendizaje del Polinomio de
Taylor y su margen de error,
después de haber interactuado
y experimentado en el App de

GeoGebra.

Mis expectativas son altas
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al inicio de la clase, porque
pienso que el docente utilizara
recursos que conozco como el
App de GeoGebra y aprenderé

mejor.

Se colmaron mis
expectativas con respecto a la
forma de ensefiar del profesor,
cuando  él incluyd la
experimentacién en el App de
GeoGebra desde mi

dispositivo movil.

DIMENSION EXTRINSECA

MOTIVACION SIEMPRE CASI ALGUNAS | MUY | NUNCA
SIEMPRE | VECES POCAS
VECES
14. Considero que la

motivacion  por  los
estudios, es resultado de

interactuar con el
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profesor usando diversos
medios como lo es el App
de GeoGebra para

dispositivos moviles.

15.

Considero que el esfuerzo
desplazado en el proceso
de aprendizaje debe estar
encauzado de forma
productiva, mediante la

motivacion.

16.

Considero que los
mismos estudiantes deben
asumir la responsabilidad

de auto motivarse.

17.

Considero que los
docentes  deben  ser
creativos para planear sus
temas tratados, y que sean
unos docentes
actualizados que incluyan
en sus clases

herramientas tecnologicas
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como el App de
GeoGebra para

dispositivos moviles.

18. Estoy satisfecho con la
productividad en mis

estudios.

19. Estoy satisfecho con el
logro de mis metas
académicas en

matematicas.

20. Considero que la
aplicacion de GeoGebra
“Calculadora  Grafica”,
utilizada por el profesor
ayuda a entender mejor el
tema  Polinomios de
Taylor y al entenderlo me
siento con ganas de

investigar mas.

Test adaptado de la version original disefiada por Dr. Jorge Rafael Diaz Dumont (PhD), (Diaz,

2015) Cuestionario sobre motivacion hacia la matematica, instrumento de la variable




282

motivacién de las matematicas, cuestionario de motivacion en el area de matematica

(secundaria). Instrumentos de Gestion Pablica. Professional on line, Lima. Peru.



