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Marco de referencia.

Marco Tebrico.

El UAV (Unmanned Aerial Vehicles), se considera una aeronave
autonoma por tener la capacidad para volar sin que se requiera apoyo de
un tripulante. La aeronave puede ser controlada por un sistema de control
automético a bordo, el cual tiene la capacidad de tomar decisiones
autbnomas en su mision de vuelo o a través del uso de un radio control
para el mando del UAV de forma manual en lo que se conoce como
estaciones de control en tierra.t

En estas aeronaves, es necesario emplear diferentes sensores como
GPS (Global Position System), INS (Inertial Navigation System),
medidores anemométricos, entre otros, que son de vital apoyo para la
navegacion autbnoma de la aeronave, sin importar el tipo de mision al
cual se le fue asignado.!

Este tipo de aeronaves debido a su tamafio, su agilidad en vuelo, su facil
adaptacion a diferentes tipos de entornos y su bajo costo de fabricacion
y mantenimiento en comparacion a una aeronave tripulada, lo han
convertido en una herramienta esencial para la ejecucion de diferentes
tareas a nivel civil y militar.?

Aplicacion civil:

+ Videos y fotografia aérea.

% En la agricultura, la vigilancia de los cultivos y la pulverizacion; la
vigilancia de los rebafios y de conduccion.

% En la guarda costera, busqueda y rescate.

% En la conservacion del medio ambiente, monitoreo de
contaminacion y de suelos.

% En compaiiias eléctricas, inspecciones de cables eléctricos.

% Servicio de bomberos y forestal, deteccién de fuego y control de
incidentes.

IBARRAGAN, Juan Miguel. “Identificacion de UAVs de ala fija y rotatoria”, Proyecto
fin de carrera. Sevilla, Espafa: Universidad de Sevilla, 2011.
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% En la pesca, deteccion de bancos pesqueros y proteccion de

buques.

% Servicios meteoroldgicos; toma de muestras y analisis de la
atmosfera, entre otros.

Aplicacion militar:

+ Deteccion de flotas enemigas.
% Reconocimiento de blancos y adquisicion de objetivos.
+ Vigilancia de la actividad enemiga.

X/
°

X/
°

X/
°

X/
°

Monitoreo nuclear.
Contaminacion quimica o biologica.
Localizacién y destruccién de minas en tierra.

Eliminacién de bombas sin estallar, entre otros.

Los sistemas denominados UAV, han pasado a mencionarse como UAS
(Unmanned Aircraft System, en espafiol, Sistema de Aeronave No
tripulado), para resaltar el hecho de que se estima a la aeronave y a la
estacion en tierra como un mismo sistema, en donde solo la aeronave se
considera como un subsistema de este.?

El UAS podria definirse genéricamente como un sistema constituido por
un segmento aéreo y un segmento terreno o en tierra:

Subsistema de
Estructura:

Segmento Aereo
(VAV).

H-

Subsistema Motor:

UNMANNED
AIRCRAFT SYTEM
(UAS).

o |

Subsistema de
Avionica:.

—

Segmento Tierra.

Subsistema de
control:

19

Subsistema de
despegue rapido:




e Segmento aéreo: Hace referencia a los subsistemas vitales que
contiene la aeronave para su vuelo, como lo son:

o Subsistema de estructura: Ademas de proteger los
diferentes subsistemas que alli se integran, es aqui donde
se define la configuracion de las alas y del estabilizador
vertical y horizontal del UAV.

o Subsistema motor: Es la planta motriz con la que cuenta la
aeronave y es el generador de empuje requerido que este
necesita para realizar dicha mision.

o Subsistema de avidnica: Es donde se contiene toda la parte
electrénica, enlace de datos necesarios para el control de
vuelo, de navegaciéon y de comunicacién de la aeronave.

e Segmento terreno o de tierra: Hace referencia a subsistemas
instalados en tierra para control de la aeronave y mecanismos de
despegue:

o Subsistema de control en tierra: Son estaciones de facil
transporte que permiten la comunicacion, el mando, y el
registro de la toma de datos de la aeronave.

o Subsistema de despegue rapido: Son mecanismos
utilizados para un despegue rapido y seguro de la aeronave
como catapultas, hidraulicas, cohete, entre otros.'?

Para el caso del desarrollo de este proyecto de grado, tomaremos en
cuenta el segmento aéreo, los subsistemas de avidnica y de estructura;
en el subsistema de avidnica se analizara tedéricamente el control
automatico y en el subsistema de estructura de igual manera se analizara
tedricamente la configuracién estructural de la aeronave.

Con respecto a la capacidad de autonomia de un UAV o cualquier otro
tipo de aeronaves, hacemos referencia a un control automatico de vuelo

2AUSTIN, Reg.: Unmanned aircraft systems: UAVS design, development and
deployment. First edition, John Wiley & Sons Ltd. United Kingdom, 2010.ISBN 978-0-
470-05819-0.
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(AFC, Automatic Flight Control), en donde inicia con el concepto de
sistema de control de vuelo (FCS, Flight Control System), el cual
principalmente fue un modelo mecénico que a través de cables y poleas,
accionan las superficies de control de una aeronave.

Sin embargo, el desarrollo tecnolégico realizado al FCS, transformo el
modelo inicial a un modelo eléctrico denominado fly-by-wire (vuelo por
cables).

Existen varias razones para continuar con el mejoramiento del AFC.
Primero que todo, una computadora tiene mucha mayor velocidad de
reaccion que la de un tripulante. Por otro lado, una computadora no tiene
perdida de concentracion, fatiga y esta puede tener mejor conocimiento
sobre el estado de la aeronave en vuelo. Esto nos lleva a que en un
futuro, para el control de las aeronaves, no se requiera del apoyo de un
tripulante, sino que se ejecute a través de una computadora que al mismo
tiempo posea autonomia en la toma de decisiones ante posibles
incidentes y/o agentes externos.®

Para comprender el debido funcionamiento del AFC, un punto clave para
ello es la definicion de un modelo matematico que se asemeje en lo
posible a la realidad en un amplio rango de operacion, y mientras mas
amplio sea su rango de operacién, mas optimizado es el AFC,
permitiendo realizar maniobras complejas o con riesgo sin que haya
pérdida del control.

“En la actualidad cada vez mas el trabajo de un ingeniero consiste en la
realizacion de moldelos matematicos de los procesos estudiados”
[LJUNG 1994].4

La cita anteriormente indicada, para estudios acerca de modelados
matematicos, es necesario argumentar sobre el modelado de un sistema
dindmico, que consiste en la obtencion de un conjunto de ecuaciones
matematicas que describan el comportamiento de un sistema fisico

SAUTOMATIC FLIGHT CONTROL SUMMARY, [virtual],
http://aerostudents.com/files/automaticFlightControl/automaticFlightControlFullVersion.
pdf.

“INTRODUCCION DE LA IDENTIFICACION DE SISTEMAS DINAMICOS [virtual],
http://pis.unicauca.edu.co/moodle-2.1.2/pluginfile.php/.../temas.pdf?
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teniendo en cuenta las variables asociadas (variables de estado). Existen
tres tipos de aplicacion de un sistema dindmico:®

o Sistemas eléctricos y electrénicos.
o Sistema de fluidos y térmicos (Hidraulica).
o Sistemas mecanicos.®

Para el analisis de un controlador de vuelo, teniendo en cuenta el
desarrollo para este trabajo de grado, el sistema fisico es el UAV, y se
desea conocer su comportamiento en la dindmica longitudinal del mismo,
el mencionado sistema se establece como un sistema mecanico, debido
a que es la mecanica la cual describe fendmenos asociados con el
movimiento de los cuerpos donde hallaremos variables descriptivas
como lo son la posicion, velocidad y aceleracién de un cuerpo. La ley
fundamental de la mecanica clasica y también la mas utilizada para el
modelado de sistemas es la segunda ley de Newton.

En primera instancia para el proceso de analisis de un sistema fisico
consiste en deducir un modelo matematico a partir del cual puedan
estudiarse las caracteristicas del sistema, el UAV, y se desea que este
modelo represente fielmente la dinamica de este mismo, para asi realizar
un control eficiente. Se considera el modelo como un método para

representar las relaciones entre los componentes del sistema y la teoria.
6

Una herramienta para hallar el modelo matemético es a través de la
técnica de identificacion del modelo, el cual consiste en construir este
modelo a partir de la informacion disponible del sistema. La identificacion
del modelo a partir de datos, es un método muy utilizado debido a que es
muy dificil tener en consideracién todas las interacciones y fenémenos
fisicos presentes en estos sistemas.*

Para el desarrollo de dicho modelo matematico se debe tener en cuenta
conocimientos acerca de la dindmica de vuelo de las aeronaves, en

SGARCIA, Luis, PEREZ, Carlos, Modelado de Sistema Dindmicos: Aplicaciones.
Espafia: Universidad Politécnica de Valencia, Universidad Miguel Hernandez, Editorial
Club Universitario, ISBN 84-8454-422-2.

22



donde alli encontraremos las ecuaciones que rigen el sistema, para este
caso como es un sistema mecénico, se aplican las ecuaciones de
movimiento de fuerza y torque que actian en el UAV, basandonos en la
segunda ley de newton.!

Es importante recordar que todos los sistemas fisicos son en algunos
aspectos no lineales, por lo tanto es necesario linealizar las ecuaciones
de movimiento mediante las series de Taylor. ©

Como se ha referido, es necesario para el analisis de un controlador el
desarrollo de un modelo matematico del UAV, el cual se divide en cuatro
tipos de modelos:

o Modelo mésico — geométrico: También modelo inercial, es el que
define la geométrica del avién, la masa total, el centro de
gravedad. Esto da lugar a la estimacion de las fuerzas y
momentos inerciales del avion.

o Modelo gravitatorio: como su nombre lo define es el uso de la
fuerza de gravedad que actua sobre el avion (Vector peso).

o Modelo aerodinamico: se relaciona con el desarrollo de modelos
matematicos que describen las fuerzas aerodinamicas vy
momentos actuando sobre la estructura de la aeronave.’

o Modelo propulsivo: son fuerzas y momentos sobre el avién a partir
del vector empuije.®

Para el trabajo de grado, se emplearan los tres primeros modelos
(masico-geometrico, gravitatorio y aerodinamico), teniendo en cuenta

*MARTINEZ, Boris, PINEDA, Luis, MARTINEZ, Miguel, AVILA, Diamir,
HERNANDEZ, Luis. “Identificacion de un vehiculo aéreo no tripulado”, Revista de
ingenieria electronica, automética y comunicaciones. Santa Clara, Cuba: Universidad
Central de Las Villas. 2012. ISSN: 1815-5928

"COOK, Michael.:Flight Dynamics Principles, Second ed., ed. ELSEIVER Ltda.
Oxford, United Kingdom. 2007

8PLAZA ALONSO, Elias. “Desarrollo de estrategias de control avanzado para
vehiculos aéreos no tripulados”, proyecto fin de carrera. Sevilla, Espafia: Universidad

de Sevilla. 2011.
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que nuestro objetivo inicial es determinar la estabilidad dinamica
longitudinal de un UAV con configuracion canard, se hara un estudio mas
enfocado al modelo aerodinamico, el cual son el célculo de las derivadas
de estabilidad que describen las caracteristicas de fuerzas y momentos
aerodinamicos.

Las derivadas de estabilidad se pueden calcular por métodos analiticos,
semi-empiricos, dinamica de fluidos computacional (CFD) o
experimental.’Se desarrollara el calculo por método analitico, como se
ha mencionado a lo largo del proyecto, y cabe aclarar que tipos de
derivadas de estabilidad se estimaran:

1. Derivadas con respecto al angulo de ataque:

1.1. Variacién del coeficiente de resistencia con
respecto al angulo de ataque. [Cp,]

1.2. Variacién del coeficiente de sustentacion con
respecto al angulo de ataque. [C; ]

1.3. Variaciéon del coeficiente de momento de cabeceo
con respecto al angulo de ataque. [Cy, ]

2. Derivadas con respecto a la velocidad:

2.1. Variacion del coeficiente de resistencia con
respecto a la velocidad. [Cp, ]

2.2. Variacion del coeficiente de sustentacion con
respecto a la velocidad. [C, ]

2.3. Variacion del coeficiente de momento de cabeceo
con respecto a la velocidad. [Cy, ]

3. Derivadas con respeto a la razén de cabeceo:

SPAMADI, B.N.:Performance, stability, dynamics, and control of airplanes. Second ed.,
ed. V. Reston, American Institute of Aeronautics and Astronautics, Reston VA, 2004.
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3.1. Variaciébn del coeficiente de resistencia con
respecto a la razon de cabeceo. [CDq]

3.2. Variacion del coeficiente de sustentacidon con
respecto a la razén de cabeceo. [CLq]

3.3. Variacion del coeficiente de momento de cabeceo
con respecto a la razén de cabeceo. [Cmq]

4. Derivadas con respecto a la razon del angulo de ataque:

4.1. Variacién del coeficiente de resistencia con
respecto a la razén del angulo de ataque. [Cp ]

4.2. Variacion del coeficiente de sustentacion con
respecto a la razon del angulo de ataque. [C;_]

4.3. Variacion del coeficiente de momento de cabeceo

con respecto a la razon del angulo de ataque. [Cyy,, ].
10

Por otro lado, con relacion a la configuracion estructural del UAV, se
utilizara un tipo de configuracion canard o forward tail (cola adelante),
gue ubica al estabilizador horizontal por delante de las alas, ocasionando
que el centro de masas de la aeronave se ubique por delante de las alas
y el balance es logrado con la generacion de sustentacion positiva
producido por el canard, ayudando a la estabilidad longitudinal de la
aeronave.

Una ventaja de esta configuracion, es la generacion de sustentacién
positiva por los dos planos horizontales canard, por lo cual, este es
mucho mas eficiente en términos aerodinamicos que una configuracion
normal (tailaft o cola atras). Otra de sus ventajas es tal que, como los
planos canard manejan angulos de incidencia mayores que el de las alas,
el canard entra en pérdida antes que las alas; Esto da como resultado
una pequefa perdida de ascenso de la nariz de la aeronave, y el

'ROSKAM, JAN.: Methods for estimating stability and control derivatives of

conventional subsonic airplanes. Lawrence, Kansas, EE.UU: University of Kansas.
1971.
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movimiento de recuperacion produce una pequefa perdida con respecto
a la altura de vuelo, en comparacion con un tail-aft donde la aeronave
para recuperar su estabilidad tarda més y produce mas perdida de altura
de vuelo. Una desventaja de esta configuracion, es que se tiene menos
estabilidad direccional.?

El sistema propulsivo, generalmente para este tipo de configuracion
canard, se encuentra ubicado en la parte posterior de la aeronave, ya sea
un motor turbo jet o un motor de hélice, un ejemplo de ello es el
Eurofighter Typhoonpor Eurofighter GmbHy el Long-EZ por Burt Rutan
Factory.

Este ultimo modelo de canard, Long-EZ, serd el modelo base para el
desarrollo de este proyecto, obviamente haciendo uso de este a una
escala de aeromodelo.
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Marco Legal.

La introduccion de aeronaves no tripuladas en los cielos a nivel global,
es uno de los mayores inconvenientes entre la comunidad de la aviacién
y el publico en general, en cuanto a la gran probabilidad que existe de
causar lesiones a personas o dafos a propiedades tanto en el aire como
en tierra. Por consiguiente, las autoridades reguladoras, principalmente
la ICAO (International Civil Aviation Organization), han establecido
normatividades para el control y monitoreo de fabricacion y operacion de
UAS.?

Estas normatividades son divididas con respecto a su actividad, militar o
civil, las cuales son ejercidas por diferentes entidades, por ejemplo, en
Colombia la autoridad civil aeronautica es conocida como la UAEAC
(Unidad Administrativa Especial de la Aeronautica Civil) y por parte de la
autoridad militar es la FAC (Fuerza Aérea Colombiana).

Para las regulaciones civiles, actualmente la UAEAC en el RAC parte
cuarta (Normas de aeronavegabilidad y operacion de aeronaves) capitulo
XXV  (Aviacion deportiva) numeral 4.25.8.2 (Otras operaciones),
reglamenta la operacion de equipos de vuelo con fines no deportivos con
limitaciones asociadas a aeromodelos, sin embargo en este reglamento
no se considera por hoy la certificacion, operaciéon y mantenimiento de
UAS.11

En el caso de las normativas militares, la FAC como entidad de defensa
del espacio aéreo colombiano, en cuanto a la investigacion y desarrollo
de UAS establecen sus propias normatividades, es decir se autorregulan.

Debido a que no existe un reglamento que certifique la fabricacion, disefio
y la operacién de UAS, la UAEAC en conjunto con la FAC, acordaron el
28 de Febrero del 2012, la realizacién de un proyecto de certificacion
para este tipo de aeronaves, el cual hoy en dia se encuentra en proceso
de desarrollo.

UUNIDAD ADMINISTRATIVA ESPECIAL DE LA AERONAUTICA CIVIL (UAEAC),
“Proyecto certificacion de sistemas de aeronaves no tripuladas (UAS)”. Bogot4,
Colombia. 2012. 510210912-2012006480.
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Planteamiento del problema.

En 1903 con el Flyer, los hermanos Wrigth, realizaron el primer vuelo
controlado y potenciado de una aeronave de ala fija con configuracién
canard, desde entonces, la industria en el sector aeronautico con poco
mas de un siglo de trabajos experimentales e investigativos, se ha
logrado obtener desde diferentes disefios de configuracion geométricas
de una aeronave de ala fija, hasta lograr desarrollar equipos con la
capacidad de realizar vuelos con controladores automaticos aplicado
tanto aeronaves con tripulacion como sin tripulacion (UAS).

En el espacio aéreo a nivel global, se ha generado un gran aumento de
aeronaves, ya sean tripuladas o no tripuladas, entre aeronaves civiles,
militares y UAS. En Colombia, la fabricacion y operacion de UAS ha
tenido un crecimiento notable, aunque legalmente frente a la autoridad
aeronautica que aqui rige (UAEAC), mencionando de ante mano que
cualquier tipo de aeronave no tripulada y radio controlada se considera
un aeromodelo, no existe ningln impedimento para la operacion de UAS
en el espacio aéreo siempre y cuando se respeten las limitaciones alli
contenidas (RAC 4.25.8 Aeromodelismo).

Sin embargo, independientemente de la inclusiébn de UAS en el espacio
aéreo colombiano, aplicado a diferentes areas en las que este opera, su
campo investigativo en cuanto a bases de disefio de controladores de
vuelo para su sistema de avidnica es muy reducido, debido a la
complejidad que este demanda.

Para llevar a cabo este proyecto, se debe realizar un estudio investigativo
referente los sub-sistemas de avionica y de estructura de un UAS
previamente seleccionado, la cual, dicha investigacion abarcara temas
referentes a la dinamica de vuelo y configuracion geométrica de una
aeronave no convencional (configuracion tipo canard, alas en tAndem, a
las unidas, entre otros) que son de gran importancia para el estudio y
analisis del comportamiento dinamico de una aeronave, problemas
relacionados con el disefio de sistemas de control de vuelo y desarrollo
de diferentes tipos de configuracion de aeronaves.

De esta manera se determind que es necesario, para fines personales y
de la nacion, contribuir en el desarrollo de nuevas lineas de investigacion
aplicadas a la industria aeronautica en Colombia, mediante un proyecto
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que utilice los conceptos de dinamica de vuelo en una aeronave de
configuracion tipo canard y emplearlos en un modelo a escala o UAS,
para la identificacion y el andlisis de la dinamica longitudinal de este
mismo.

La falta de este tipo de investigaciones, compromete el desarrollo de la
aviacion para la nacion, y dilata el proceso de llegar a obtener nuevas
tecnologias que mejoren la capacidad de autonomia de una aeronave en
vuelo y la aplicabilidad de estas a distintas configuraciones estructurales
en una aeronave.
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Justificacion.

Actualmente investigaciones y avances llevadas a cabo entorno a los
llamados UAS, muestran que pueden ser de gran utilidad tanto en el
campo civil como en el campo militar.

El desarrollo de la aviacién no tripulada ha contribuido en el impulso o
motivacion a muchas de las claves de innovacién en aviacibn como lo
son el piloto automatico, el sistema de navegacion inercial y los enlaces
de datos

Debido a lo anterior una aplicacién, que es la que se propone este
trabajo, es dentro de la robdtica aérea. Teniendo en cuenta que el modelo
matematico constituye el centro neuralgico de la aeronave, el cual es el
organo que dicta su comportamiento y evolucion durante una fase de
vuelo. Por lo tanto es de vital importancia en cuanto al disefio y analisis
de controladores de vuelo o pilotos automaticos para cualquier tipo de
aeronave, en nuestro caso un UAS, puesto que estos tipos de sistemas
necesitan para su disefio y su o6ptimo funcionamiento conocer el
comportamiento y las caracteristicas de vuelo de dicha aeronave, de esta
manera como se ha mencionado en el marco teorico, el procedimiento
adecuado para realizar este tipo de analisis es mediante el modelado de
sistemas dinamicos, lo cual nos permite utilizar un modelo matematico
como metodologia para estudiar un fenémeno fisico que nos ayude a
comprender las caracteristicas del sistema a analizar, sin recurrir a la
experimentacion del mismo.

Este proyecto establece las bases para el disefio de los sistemas de
estabilidad, control automatico y de navegacién que le proporcione a la
aeronave el titulo de vehiculo aéreo autbnomo.

Para el desarrollo de un artefacto de esta naturaleza, es decir que pueda
mantenerse en vuelo autorregulado y permitir el cumplimiento exitoso de
una determinada mision, se requiere de un trabajo interdisciplinario y
debe ser de mucho interés para la comunidad cientifica por todas sus
implicaciones tecnoldgicas, cientificas y humanas.
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Objetivos.

Objetivo General.

e Determinar la estabilidad dinamica longitudinal de un UAS en
configuracion canard.

Objetivos Especificos.

e Desarrollar el modelo matematico del movimiento longitudinal del
UAS a partir de las ecuaciones de movimiento que rigen el
comportamiento fisico del sistema.

e Calcular las derivadas de la estabilidad longitudinal mediante un
método analitico y obtener las funciones de transferencia del UAS.

e Realizar las gréficas de la respuesta dinamica longitudinal del
UAS.
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Metodologia.

Tipo de Metodologia.

La investigacion se realizara por medio de un estudio descriptivo, por el
cual mediante conceptos en matematicas, papers, disertaciones vy
diferentes textos, se tomara la informacion util y necesaria, para luego
aplicar lo investigado al UAS y asi identificar sus caracteristicas de vuelo
para poder determinar la estabilidad dindmica longitudinal del mismo.
Mediante los conceptos mateméaticos se identificaran las variables
cuantitativas que permitiran el desarrollo del proyecto.

Etapas de la Metodologia.

Pasos a seguir para determinar la estabilidad dinamica longitudinal:

Repaso de conceptos matematicos en Algebra lineal y Ecuaciones
Diferenciales.

Realizar la revision bibliogréfica pertinente de temas
concernientes a modelado de sistemas dinamicos y dinamica de
vuelo.

Identificar el tipo de sistema a analizar.

Interpretacion de la informacion til para la identificacion.

Andlisis de la aerodinamica de un UAV tipo canard.
Contextualizar y sintetizar ideas obtenidas de la revisiéon
bibliografica para aplicarlas al desarrollo del proyecto.
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1 INTRODUCCION

1.1 Estabilidad y control.

Es bien sabido que el vuelo y el direccionamiento de una aeronave, en
aeronautica, son temas que se relacionan directamente con estabilidad y
control. Estabilidad es la facultad que tiene cierta aeronave para retornar
a su posicion de equilibrio después de una perturbacion que pueden ser
generadas por el piloto por medio de la actuacion de las superficies de
control o por fendmenos atmosféricos tales como rafagas de viento, por
gradientes de viento o turbulencias en el aire. Una aeronave debe tener
la suficiente estabilidad para que un piloto no llegue a fatigarse con el
constante accionamiento de las superficies de control y asi mismo, tener
la capacidad de dar una respuesta natural a diferentes fenémenos
atmosféricos en vuelo.

Existen dos condiciones de vuelo que son necesarias para una aeronave
en vuelo, independientemente de la misidn que este valla a realizar: (1)
la aeronave debe ser apta para lograr un equilibrio en vuelo; (2) la
aeronave debe tener la capacidad de maniobrar para un amplio rango de
velocidad y altitudes en vuelo.

Las caracteristicas de estabilidad y control en una aeronave son referidas
al manejo del vehiculo o a las cualidades de vuelo. Las aeronaves con
una pobre cualidad de manejo de vuelo son dificiles de volar y pueden
ser potencialmente peligrosas. Para mejorar la aptitud de manejo en
vuelo, incrementar la capacidad de maniobrabilidad y alcanzar un vuelo
estable, se emplean sistemas de control electrénicos que ayudan a que
las aeronaves adquieran una estabilidad y control 6ptima.

1.1.1 Principios de estabilidad y control.

A finales del siglo XIX, se queria lograr que una aeronave pudiera obtener
un vuelo durante un periodo de tiempo considerable y al mismo tiempo
gue este mismo pudiera ser dirigido en el aire, a lo anterior se le conoce
como problema de estabilidad y control, en donde varios disefiadores no
llegaron a una conclusion para la solucién de estos problemas y en
algunos casos llegandose a cobrar la vida de ellos mismos (Otto
Lilienthal, Langlay, George Caylay, H. Maxim, Alphonse Penaud, etc.),
las cuales, sus metodologias de trabajo no llegaron a tener un argumento
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teorico si no se desarrollaron de una manera empirica y demostrado con
pocas pruebas de vuelo los logros alcanzados.!?

A comienzos del siglo XX, a nivel mundial se fundaron instituciones
aeronauticas y aeroespaciales en pro de formalizar el campo de la
aviacion desarrollando teorias que lo fundamentaran y tratar de dar
soluciones a investigaciones inconclusas como el de la sustentacion y el
control de una aeronave en vuelo. De igual manera, paralelo a este
periodo, aun se buscaba resolver estas dificultades utilizando métodos
experimentales, como lo fue el caso de los hermanos Wright, que
lograron el 17 de Diciembre de 1903 con el Wright Flyer, una aeronave
con motor, biplano y de configuracion canard (superficies de control
hacia adelante), el primer vuelo de una aeronave con la capacidad de ser
controlado y de tener un planeo prolongado, con un registro de 260
metros en 59 segundos. Para el afio de 1908, dos vuelos mas
demostraron el perfecto control mecanico en vuelo que habian
desarrollado en su prototipo, estos vuelos se realizaron en Estados
Unidos por Orville Wright y en Francia por Wilbur Wright, frente a la
comunidad aeronautica de ese entonces.

Figural.1 Wright Flyer, hermanos Wright 1903.

Fuente:http://www.wrightbrothers.org/Information_Desk/Help_with_Homework/Wright_
Photos/Wright_Photos.htm

LZABZUG, Malcolm J.; LARRABEE, E. Eugene. Airplane stability and control: a history
of the technologies that made aviation possible. Cambridge University Press,
2005.ISSBN 0-521-80992-4.
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Posterior a los hermanos Wight, Bleriot y Levavaseur, disefiadores del
Bleriot y del Antoinette, respectivamente, pioneros en la construccion de
monoplanos con angulo diedro alar y superficies de control en cola. Estos
dos tipos de aeronaves obtuvieron una mayor cantidad de sustentacion
en comparacion que el de los hermanos Wright, obteniendo una
velocidad superior, el cual fue factor influyente en la estabilidad de las
aeronaves. En efecto, las configuraciones de ala, de superficies de
control y demas tanto del Bleriot como del Antoinette, fueron los modelos
a seguir en la fabricacion de aeronaves para la primera guerra mundial.*

Figura 1.2Bleriot & Antoinette, disefios de configuracion convencional por Bleriot y Levavaseur,
respectivamente.

Fuente: ABZUG, Malcolm J.; LARRABEE, E. Eugene. Airplane stability and control:
a history of the technologies that made aviation possible. Pagina 2.

1.2 Configuracion Canard

Se le conoce a este tipo de configuracion, a aquellas aeronaves de ala
fija que tienen una pequefia superficie horizontal (estabilizador
horizontal) por delante del ala principal, en contra posicién a un avién de
configuracion convencional donde esta se ubican detras del ala principal.
La ubicacion del estabilizador horizontal afecta los momentos de giro en
el plano vertical, si accionamos esta superficie con un angulo positivo,
para la configuracion canard nos generara un momento positivo haciendo
elevar la nariz de la aeronave, por el contrario, en la configuracion
convencional nos generaria un momento negativo haciendo bajar la nariz
de la misma.
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Figura 1.3Comparacion entre aeronaves de configuracion tipo convencional contra aeronaves
de configuracion tipo canard, respectivamente.

3
5 B2

Fuente: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:McDONNELL DOUGLAS A-
4 SKYHAWK.png, http://commons.wikimedia.org/wiki/File:SaabViggen Canards.jpg.

El nombre “canard” a esta configuracion se le dio en el afio de 1910 con
la construccién del hidroavion Fabre en Francia, que en vuelo, parecia
tener un aspecto al de un pato volando con el cuello estrecho y una
trompa extendida, la traduccion de pato del espafiol al francés es canard,
desde entonces a todo avion con el estabilizador horizontal hacia
adelante se les denomina canard.

Figura 1.4Hidroavion Fabre, disefiado por Henri Fabre en 1910.

Fuente: http://www.airwar.ru/enc/lawl/hidroavion.html,

http://ibytes.es/blog_historia _de la aviacion.html.
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El primer uso de la configuracioén canard se aplico al modelo que habian
desarrollado los hermanos Wright, en el Wight Flyer, a comienzos del
siglo XX, que fue un tipo de configuracion diferente al inventado por
George Caylay y desarrollado posteriormente por Alphonse Penaud, Otto
Lilienthal, entre otros, que era conocido como una configuracion
convencional o de superficies atras.

Los hermanos Wright, a pesar de que aplicaron una configuracion
totalmente diferente a la cual se venia desarrollando por anteriores
disefiadores, los Wright retomaron los estudios alcanzados por los
antiguos disefiadores aeronauticos, intentando hallar €l porque habrian
fracasado en el intento de obtener un vuelo controlado y prolongado. De
esta manera, ellos concluyeron que el Unico objetivo principal que se
perseguia era la sustentacion de una aeronave, mas no la
maniobrabilidad del mismo.

Con lo anterior, los Wright, en el desarrollo de su modelo (Wight Flyer),
enfocaron su objetivo en la maniobrabilidad de la aeronave, para ello,
trasladaron el estabilizador horizontal de atrds hacia adelante del ala
principal, permitiendo asi un mejor control en el movimiento de cabeceo
o pitch desplazando el centro de gravedad hacia adelante para asi reducir
la inestabilidad de campo, y para la estabilidad del mismo en vuelo,
afiadieron dos alas principales una encima de la otra (biplano), para
generar una mayor sustentacion a menor envergadura e instalaron un
motor que accionaba dos hélices produciendo un empuje hace adelante.

Para la década de los 20’s, en el Focke-Wulf F19, un canard que se
disefi6 solo con propésitos experimentales, que a la final no tuvo tanto
éxito, ya que el estabilizador horizontal interrumpia la visibilidad del
piloto, y desde entonces, paso aproximadamente medio siglo para volver
a tener una aeronaves con estas caracteristicas. Para finales de la
década de los 60’s, se desarroll6 el Saab 37 Viggen, un canard enfocado
al campo militar, que sirvié de inspiracién para los disefios de canard
modernos realizados por Burt Rutan, aeronaves biplaza y de facil
manufactura, como el Rutan VariViggen, Rutan VariEzey el reconocido
long-Ez. Para los afios 80’s, se disefiaron canards ejecutivos como
OMAC Laser 300, Avtek 400, BeechcraftStarship y Piaggio P.180 Avanti.
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Figura 1.5Aeronaves de configuracion Canard a través de la historia.

Fuente: imagenes obtenidas por web y posteriormente modificadas.

En la actualidad, la configuracién canard se ha aplicado con mucha
frecuencia en diferentes sectores aeronauticos, en aeronaves
comerciales, utilitarias, militares, experimentales, no tripuladas, etc.
debido a su facil maniobrabilidad en vuelo y su eficacia al estabilizarse
a si misma sin la intervencion de alguna superficie de control.

El punto clave de desarrollo para un canard han sido sus grandes
avances en estabilizacién y en controles computarizados modernos que
han permitido dar vuelta a complejas interacciones existentes en el flujo
de aire entre el canard y el ala, el cual es principal problema de
estabilidad en contra a las ventajas de maniobrabilidad.
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1.3 Principios De Analisis Dinamico De Aeronaves

F.W Manchester fue el primer occidental en investigar analiticamente la
estabilidad dindmica de las aeronaves [2]. Estudio el comportamiento de
las aeronaves con ayuda de modelos a escala, simplificando los
resultados a un grupo de ecuaciones de movimiento en aeronaves
simétricas. El le llamo a las trayectorias de vuelo resultantes fugoides, un
nombre qué aun se sigue usando.

En el afio del primer vuelo a motor, en 1903 Bryan y Williams usaron
métodos matematicos convencionales, introdujeron las ecuaciones de
movimiento linealizadas que son hasta el dia de hoy la base del estudio
en la dinAmica de aeronaves y sus respuestas al control automatico[2].
Después las teorias de los movimientos longitudinal y lateral fueron
presentadas por Bryan. Las seis ecuaciones de Euler para el movimiento
general de un cuerpo rigido fueron consideradas para analizar pequefas
perturbaciones del estado estacionario de vuelo de una aeronave con un
plano de simetria. Bajo esas consideraciones, las ecuaciones fueron
ilustradas y divididas en dos grupos. Cada grupo se relaciona con las
variables de movimiento en un solo plano de simetria de la aeronave.
Ningun grupo debe tener variables que dependan del otro, sino que
deben ser tratados de forma separada. Los grupos de ecuaciones
separadas fueron llamadas 1) Simétrica o longitudinal y; 2) Asimétrica o
latero-direccional. Una importante consecuencia en la consideracion de
pequefias perturbaciones era que las fuerzas aerodindmicas de la
aeronave mostrarian cierta dependencia sobre constantes o "derivadas
de estabilidad", como ellos las llamaron. Bryan sugirié que deberian ser
determinadas experimentalmente.

Cerca de 1912 Bairstow y Melvill Jones, del laboratorio nacional de fisica
de Gran Bretafia siguio las ideas de Bryan y desarrollo algunas de las
técnicas en el tunel de viento para la medicion de las derivadas de
estabilidad de modelos a escala [2]. Ellos presentaron sus resultados
después de un afio de esfuerzos, mostraron como las caracteristicas de
los movimientos deberian ser reconocidos de las soluciones matematicas
para la respuesta de lazo abierto (sin controladores) de un disefio
preliminar de aeronave al cual midieron y calcularon todas las derivada,
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y a su vez, desarrollaron una metodologia para el proceso del modelado,
método que aln se emplea.t®

H Glavert, quien trabajo en el laboratorio nacional de fisica en el Reino
unido en 1914, introdujo las técnicas de Bairstow para tuneles de viento
y el método de Bairstow-Bryan para el calculo de la dinamica de
estabilidad en los Estados Unidos [2]. El colaboro en el primer reporte de
la NACA NASA el cual trataba sobre respuestas de aeronaves en vuelo.
Posteriormente, Glavert calculo las derivadas de estabilidad de una
hélice y los movimientos de una aeronave con los elevadores libres [2].

Las mediciones del modelo o el célculo particular de las derivadas de
estabilidad continuaron llamando la atencién y se realizd una serie de
trabajos de investigacion para la medicion de derivadas, movimientos en
lazo abierto, y la respuesta a controladores. Dichas investigaciones se
realizaron en pruebas de vuelo en aeronaves a escala real.

En 1935, cuando la investigacion de B. Melvill Jones apareci6 en la teoria
aerodinamica de Durand, la aproximacion clasica de Bairstow- Bryan fue
bien establecida pero muy poco usada [2]. Los resultados de los
experimentos en modelos a escala real, probaron que la teoria de
movimientos infinitesimales era un método practico para la prediccion de
la estabilidad de movimientos y arrojaba resultados Utiles para predecir
los movimientos de respuesta e implementar el control. El efecto de los
diferentes disefios en la configuracion de aeronaves tipicas ha sido
registrado a través de los resultados obtenidos en distintos experimentos.

Por ello, los resultados obtenidos no fueron apreciados solo como
ejemplos de valores numéricos especificos, sino de una forma mas
general, al menos en parte como una aproximacion dada en términos de
literales dominantes para las derivadas de estabilidad.

En los analisis hechos en aquella época se tenia la dificultad de obtener
el resultado requerido. No era facil trazar una conexion entre la respuesta
final que era registrada y las caracteristicas especificas de la aeronave,

BMCRUER, Duane T.; GRAHAM, Dunstan; ASHKENAS, Irving. Aircraft dynamics
and automatic control. Princeton University Press, 1972.
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las cuales son representadas por varias derivadas incluidas en las
ecuaciones de movimiento.

En ese entonces no existian aun las herramientas suficientes para
determinar respuestas a entradas especificas. Aunque no habia una
metodologia especifica las soluciones de A (como las frecuencias y
factores de amortiguamiento) que se obtenian en vuelo era todo lo que
se requeria [2]. La omisidn de ciertos términos, los cuales son
relativamente no importantes, provocaba una gran simplificacion para
hacer que la relacion causa efecto pudiese ser determinada con facilidad.

La situacion cambié drasticamente durante los proximos diez afios. Se
introdujo un método con operadores, lo cual redujo la labor del calculo, y
para hacer la técnica tan simple y general como fuera posible, se
introdujo una notacion adimensional, y se agrego al calculo informacion
sobre factores de estabilidad de gréficos convenientes.

Los investigadores aceleraron sus trabajos con la guerra y algunas
improvisaciones fueron hechas, como por ejemplo, la importancia de la
interferencia entre el ala y el fuselaje y los efectos de los motores en las
derivadas de estabilidad, el efecto directo en el balance debido a tener
los controles libres, la respuesta a movimientos particulares de controles
como el caso de los frenos aerodinamicos y la influencia de cambios en
el disefio sobre el caracter de los movimientos.

Sin embargo, el valor y caracteristicas de las entradas en forma
matematica aun estaban restringidos, no se podia manipular al sistema
matematicamente con entradas fijas, es decir, valores constantes en la
deflexiébn de las superficies de control, sino que se tenian algunas
restricciones.

Las superficies de control tenian que estar fijas en los primeros estudios.
La programacion de las entradas se podia hacer Unicamente con
funciones simples, como la funcién paso o rampa. Esto hacia no solo que
los célculos fuesen laboriosos sino que los resultados estuvieran alejados
de la realidad. Ademas, en vuelo real, las entradas eran mas o menos
constantes o variantes; eran ejecutadas, ya sea por el piloto o por algun
autopiloto.

No fue sino hasta a finales de la guerra cuando se lograron utiles
herramientas para lograr la conexion entre la respuesta a algunas
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perturbaciones especificas, asi como la operacion de controladores y las
caracteristicas de las aeronaves que eran representadas por varias
derivadas [2], lo cual se sigue usando hasta la fecha.

Los programas de matematicas facilitan la resolucion de ecuaciones y
ayudan a visualizar los resultados de forma grafica. Ademéas de que se
pueden programar rutinas para lograr la manipulacion de las entradas.

Aun ahora, después del trabajo de muchos investigadores en el area de
la mateméatica y mecanica de fluidos, el modelo matematico se sigue
haciendo por métodos experimentales o semiempiricos, utilizando datos
de experimentos hechos y tabulados en tablas y graficas de distintas
configuraciones aerodinamicas. Dichos experimentos se realizan en
vuelo y en modelos a escala en tlneles de viento.

Basicamente el modelado se puede clasificar en dos tipos; lineal y no
lineal, a partir de esto, la caracterizacién del modelo puede ser, tedrica,
semiempirica, 0 empirica.

1.4 Modelos Matematicos Actualidad

1.4.1 Modelado Lineal.

Una soluciéon por el camino analitico es mucho mas precisa, pero
demasiado complicada, normalmente el modelo matematico se linealiza
para su solucion. Dicha solucion resulta relativamente sencilla. El gran
problema recae en la obtencion de las caracteristicas aerodinamicas.

En el caso de un prototipo aerodindmico, cuando este se linealiza, surgen
coeficientes, los cuales definen el comportamiento dindmico de la
aeronave. Estos coeficientes son analogos al coeficiente de
amortiguamiento y de rigidez de algun sistema masa-resorte. Si se
planea obtener los coeficientes por medios completamente teéricos se
necesita profundizar en mecanica de fluidos y posiblemente, para
obtener un buen resultado se necesita mas de un especialista.

Dentro de la metodologia tedrica, los especialistas pueden crear
programas computacionales que ayuden al analisis del prototipo. O bien,
dicho analisis se puede realizar con ayuda de programas comerciales de
analisis de fluidos. Si se elige realizar un programa computacional, se
puede utilizar métodos alternos de solucién a los analiticos, de acuerdo
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a las leyes de la mecénica de fluidos. Por ejemplo, métodos numéricos,
ya sean como alternativas de solucién de ecuaciones diferenciales, o
bien el método de elemento finito.

Por tiempo, dificultad y costos, es preferible que a partir del modelo
matematico lineal se obtenga la caracterizacibn aerodindmica con
programa de andlisis de fluidos comercial.'*

1.4.2 Modelado Semiempirico.

Independientemente de las ecuaciones de movimiento, las cuales se
analizan de forma completamente tedrica, la caracterizacion
aerodindmica puede ser semiempirica. Y puede serlo de diferentes
maneras. Una forma de combinar la confiabilidad de pruebas en tunel de
viento, con lo econémico del proceso teérico es el empleo de, DATCOM
(Datum Compendium)*® que es un método de calculo de caracteristicas
de estabilidad y control de aeronaves y misiles desarrollado por la USAF.
Originalmente se compilo en varios volimenes con multiples tablas y
formulas a las que recurrian las oficinas de disefio. En 1980 Mc- Donnell
Douglas digitalizo toda la informaciéon en un programa. Este tipo de
informacion consta de valores caracteristicos para diferentes
configuraciones, geométricas y proporciones. A partir de estos datos, se
pueden llenar los valores de coeficientes en un modelo matemaético lineal,
estos coeficientes, son constantes, conocidas en el &mbito aeronautico
como derivadas de estabilidad.

1.4.3 Método de caracterizacion aerodinamica empirica.

Un método empirico clasico, es la obtencion de los coeficientes
caracteristicos del modelo, por experimentacion en tlneles de viento,
para posteriormente ser introducidos en el proceso de modelacién
matematica. Especificamente, lo que se obtiene por métodos
experimentales son graficos de una variable de estado contra alguna
fuerza, normalmente adimensionalizada. Por ejemplo, en la figura se
muestra el coeficiente de sustentacion, coeficiente de arrastre y
coeficiente de momento, contra una variable de estado, que en este caso
representa el angulo de incidencia entre la velocidad del aire y el ala de

YESCOBEDO ALVA, Jonathan Omega. “Andlisis Dindmico de Prototipos
Aerodinamicos de Ala Fija y Rotativa”. 2012. Tesis Doctoral.
FINK, R.D. USAF Stability and Control Datcom, USAF, 1976.
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la aeronave (angulo de ataque). Las derivadas parciales de los
coeficientes con respecto al &ngulo de ataque, son nombradas derivadas
de estabilidad, que fisicamente son las pendientes de las curvas
graficadas.?

Grafica 1.1 Coeficientes aerodindmicos con respecto al dngulo de ataque.

Fuente: Andlisis Dinamico de Prototipos Aerodinamicos de ala fija y rotativa.

Estas derivadas de estabilidad, o coeficientes del sistema, estan en
funcion de varios términos, de la geometria del vehiculo, de las
condiciones atmosféricas, del nUmero de Mach, entre otros.

Asi como se obtienen las derivadas de estabilidad en tineles de viento,
también pueden obtenerse en pruebas de vuelo, tomando lectura de las
variables necesarias.

Es importante mencionar que tanto los coeficientes de sustentacion,
arrastre 'y momentos, asi como las derivadas de estabilidad son
coeficientes. Los primeros tres son simplemente coeficientes
aerodinamicos, y las derivadas de estabilidad son coeficientes
caracteristicos de la dinamica de la aeronave los cuales pueden ser
constituidos por coeficientes aerodinamicos o de masa.

1.4.4 Modelo No Lineal.
Como ya se sabe, el comportamiento de una aeronave es no lineal, sin
embargo la solucibn de las ecuaciones que la modelan es muy
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complicada por métodos completamente analiticos, por lo tanto la
solucién de sistemas no lineales, suele hacerse con computadoras
analdgicas o métodos numéricos. Un método muy usado, es el uso de
las iteraciones. Se resuelven las ecuaciones diferenciales para un
instante determinado, las variables de salida que arroja la solucidon
vuelven a ser introducidas al sistema, de esta manera se puede obtener
la solucion de ecuaciones diferenciales no lineales, en un intervalo de
tiempo definido, la exactitud de la solucién dependera directamente del
espacio entre puntos de tiempo, al ser mas pequefos estos, el nimero
de discretizaciones serd mayor en un intervalo de tiempo igual.

1.4.5 Caracterizaciéon aerodinamica.

Para los valores caracteristicos, las derivadas de estabilidad aqui no son
empleadas. Simplemente se utilizan los coeficientes aerodinamicos, para
ser introducidos al modelo.?
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2 MECANICA DE VUELO

La mecanica de vuelo de una aeronave puede ser dividida dentro de
cinco grandes areas: analisis de la trayectoria del vehiculo
(performance), estabilidad y control, dimensionamiento de la aeronave,
simulacion y pruebas de vuelo. Solamente los aspectos tedricos de
estabilidad y control son cubiertos en este texto.

El dimensionamiento de la aeronave y simulacion son esencialmente de
naturaleza numeérica. El dimensionamiento de la aeronave es un proceso
iterativo, y la simulacién involucra la integracién numérica de un conjunto
de ecuaciones diferenciales. Las pruebas de vuelo es la parte
experimental de la mecéanica de vuelo.

La mecanica de vuelo es la aplicacion de las leyes de Newton (F = ma 'y
M = la), para el estudio de trayectoria del vehiculo (performance),
estabilidad y control aerodinamico, existen dos problemas basicos en la
mecénica de vuelo del avion:

1. Dado el avion ¢cudles son sus caracteristicas de performance,
estabilidad y control?

2. Dadas las caracteristicas de performance, estabilidad y control ¢ Cual
es el avion?

Este dltimo es llamado dimensionamiento del avién y esta basado en la
definicion de un perfil de misibn estandar. En el proceso de
dimensionamiento se requiere que todos los aviones sean estaticamente
estables. Mientras que la estabilidad dinamica no es requerida en el
proceso de dimensionamiento, la linealizacion de las ecuaciones de
movimiento son usadas en el disefio de sistemas de control automatico
de vuelo.

La mecanica de vuelo es una disciplina. Como tal, tiene ecuaciones de
movimiento, aproximaciones aceptables y técnicas de solucion
aproximadas para las ecuaciones de movimiento.

Es importante diferenciar el estudio de performance con el de estabilidad
y control. Para el estudio de performance las ecuaciones de fuerzas (F =
ma), son desacopladas de las ecuaciones de momentos (M = la),
porque se asume que la aeronave no esta rotando y que la deflexion de
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las superficies de control no cambian las fuerzas de sustentacion y
arrastre. Las ecuaciones resultantes se refieren al modelo de tres grados
de libertad (3DOF), y sus investigaciones se llaman andlisis de
trayectoria.'®

Para el estudio de estabilidad y control, ambas F =ma y M = [a son
necesarias y las ecuaciones resultantes se refieren como, al modelo de
seis grados de libertad (6DOF).

e Estabilidad y Control

Los estudios de estabilidad y control tratan del movimiento del centro de
gravedad (cg) relativo a la tierra y el movimiento de la aeronave alrededor
del CG. Aqui el estudio de estabilidad y control involucra el uso de las
ecuaciones de movimiento del modelo de 6DOF. Estos estudios son
divididos dentro de dos grandes categorias: estabilidad estéatica y control,
estabilidad dinamica y control. Debido a la naturaleza del proceso de
solucion, cada categoria se subdivide en movimiento longitudinal
(pitching motion) y movimiento latero-direccional (rolling and yawing
motion). El analisis de estabilidad y control son en términos de los
angulos de orientacion (angulo de ataque y angulo de deslizamiento
lateral) respectivamente y la deflexion de las superficies de control.

o Estabilidad Estatica y Control

Para un vuelo quasi-estacionario la estabilidad estatica y control se
refiere principalmente a cuatro temas: condiciones de trim, estabilidad
estatica, efectos del centro de gravedad y control de la fuerza y (haldling
qualities). Las condiciones de trim son la orientacion de los angulos y la
deflexion de las superficies de control requeridas para una condicién de
vuelo particular. Dada una perturbacion desde una condicion de vuelo
estacionaria, la estabilidad estatica investiga la tendencia de un avion a
reducir la perturbacion.

BHULL, David G. Fundamentals of airplane flight mechanics. Springer; Austin, Texas,
2007.
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e Estabilidad Dinamica y Control

La estabilidad dinamica y control trata del movimiento de un avion
seguido de una perturbacion tal como una rafaga de viento (el cual
cambia la velocidad, el angulo de ataque o de deslizamiento lateral) o
una entrada de control.

Mientras que estos estudios pueden y son realizados usando
simulaciones detalladas en computadoras, es dificil determinar la causa
y efecto, como una consecuencia de esto es conveniente desarrollar un
meétodo analitico aproximado.

Esto es hecho, empezando con el avidn en una condicion de vuelo quasi-
estacionaria (dando la altitud, numero Mach y peso) e introduciendo una
pequefia perturbacion. Asumiendo que los cambios en las variables son
pequefios, las ecuaciones de movimiento pueden ser linealizadas
alrededor de una condicion de vuelo estable. Este proceso lleva a un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales con coeficientes
constantes.

Como se conoce, desde la teoria de sistemas lineales, la respuesta de
un avidén a una perturbacion es la suma de un nimero de movimientos
llamados modos. Mientras que para cada modo no es necesario ser
estable, es necesario conocer para cada modo las caracteristicas de
estabilidad y respuesta.®

2.1 Desarrollo De Las Ecuaciones De Movimiento

El performance de una aeronave puede adecuadamente ser descrita
asumiendo la aeronave un punto de masa en el centro de gravedad (cg).

Las cualidades de vuelo o caracteristicas de estabilidad de una
aeronave, por otra parte, no pueden ser descritas de tal simple manera.
En vez de esto las cualidades de vuelo de una aeronave deben ser
descritas analiticamente como los movimientos del cg de la aeronave,
asi como el movimiento de la estructura de la aeronave (fuselaje)
alrededor del cg, ambas las cuales son causadas por las fuerzas
aerodinamicas, de empuje y momentos. Ademas, la aeronave debe ser
considerada como un cuerpo de tres dimensiones y no un punto de masa.
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Las fuerzas y momentos aplicados sobre la aeronave y el resultado de la
respuesta son tradicionalmente descritos por un conjunto de ecuaciones
conocidas como las ecuaciones de movimiento de la aeronave.

Una aeronave tiene seis grados de libertad (si este se asume rigido) lo
cual significa que tiene seis trayectorias y este es libre de seguirlas: este
puede moverse hacia adelante, a los lados y abajo; y puede rotar
alrededor de los ejes yaw, pitch y roll. Con el fin de describir el estado de
un sistema que tiene seis grados de libertad (6DOF), los valores para las
variables (desconocidas) son necesarios. Para resolver estas seis
incognitas son necesarias seis ecuaciones simultdneas. Para una
aeronave estas son conocidas como las ecuaciones de movimiento.

La totalidad de las ecuaciones de movimiento de la aeronave reflejan una
relacion bastante complicada entre las fuerzas y momentos sobre la
aeronave, sin embargo la derivacion de las ecuaciones siguen un patron
muy simple que inician a partir de la segunda ley de Newton para los
movimientos de traslacion y rotacion.t’

Para derivar estas ecuaciones la siguiente relacion sera usada

La segunda ley de Newton para movimiento de traslacion es.

_ d _
F = — V (2.1)
7 (mV)

Donde F es la suma de las fuerzas externamente aplicadas y (mV) es
el momentum lineal.

La segunda ley de Newton para movimiento de rotacién es.

G = i(ﬁ) (2.2)
dt

Donde G es la suma de los momentos externamente aplicados y (H) es
el momentum angular.

YAFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook, Volume 2, Part 1.
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F Y G son vectores cuantitativos los cuales cada uno pueden ser
representados por tres componentes de ecuaciones (correspondiente al
espacio de tres dimensiones).

Por lo tanto la ecuacion de traslacion describe a la aeronave con respecto
a estos tres grados de libertad de traslacion, mientras que la ecuacion de
rotacion describe a la aeronave con respecto a estos tres grados de
libertad de rotacion.

Por consiguiente la segunda ley de Newton genera seis ecuaciones para
los seis grados de libertad de un cuerpo rigido.

Las ecuaciones son vélidas solamente para el espacio inercial.

Para derivar las ecuaciones de movimiento, cada lado de las ecuaciones
de Newton son expandidas para generar las siguientes seis ecuaciones
diferenciales no lineales.b

Modo Longitudinal

F. =m(U + QW —RV) (2.3)
E, =m(W + PV — QU) (2.4
Gy = QL, — PR(I, — I,) + (P* — R®)I,, (2.5)

Modo Latero-Direccional

F,=m(V + PV + PW) (2:6)
Gy = PL. + QR(I, — I,) — (R + PQ)I,, (2.7)
G, =RI, +PQ(I, — I.) + (QR — P)I, (2.8)

Estas ecuaciones de la mano izquierda representan las fuerzas y
momentos aplicados sobre la aeronave, mientras que las de la mano
derecha destacan la respuesta de la aeronave a esas fuerzas y
momentos. La teoria de pequefia perturbacion sera usada para linealizar
estas ecuaciones, de esta manera se pueden solucionar. Esto también
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producird términos conocidos como derivadas de estabilidad las cuales
indican la influencia de varias caracteristicas de la aeronave sobre los
movimientos resultantes de la aeronave y son Utiles en la comparacion
de las aeronaves. Las ecuaciones también seran usadas para derivar las
funciones de transferencia de la aeronave lo cual sera parte fundamental
del modelamiento matematico de la aeronave y su sistema de control.

Antes de empezar la derivacion de las ecuaciones de movimiento de la
aeronave un analisis sobre convencion de signos y sistemas de
coordenadas sera presentado.

2.1.1 Convencion de signos

Define el movimiento positivo de la aeronave causado por el movimiento
positivo del control o deflexion (rightyaw, picth up, right roll). La figura 2.1
muestra esta convencion y da la direccion positiva para muchas de las
variables que aparecen en las ecuaciones de movimiento.

2.1.2 Sistemas de Coordenadas

Hay muchos sistemas de coordenadas que son utiles en el analisis del
movimiento del vehiculo. Estaremos interesados con tres de estos
sistemas de coordenadas: Inercial, ejes de la tierra y ejes del vehiculo.®
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Figura 2.1 Sistema de ejes de la aeronave y su notacion.

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Quialities Textbook. Capitulo 4, pagina 3.

Figura 2.2 Sistema de coordenadas inercial.

EARTH

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 4, pagina 7.
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2.1.2.1 Sistemas de coordenadas Inercial

Es definido como un sistema en el cual la segunda ley de Newton es
valida. Por lo tanto las ecuaciones de movimiento deben ser
determinadas en un sistema de coordenadas inercial. Otra manera de
definir este sistema de coordenadas es asumir lo como un sistema de
ejes fijo en el espacio que no tiene movimiento relativo (Figura 2.2).

Para la dinAmica espacial en nuestro sistema solar, el sistema de ejes
del sol es una aproximacion suficiente para un sistema inercial. Para una
aeronave, el sistema de ejes de la tierra, es usualmente una
aproximacion suficiente para un sistema de coordenadas inercial.

2.1.2.2 Sistema de ejes de la tierra

Hay dos sistemas de ejes de la tierra, uno fijo y el otro mévil. Ambos
seran referidos con las letras XYZ para las tres coordenadas de los ejes.
Un ejemplo de un sistema de ejes de tierra movil es una plataforma de
navegacion inercial. Un ejemplo de sistema de ejes de tierra fijo es el sitio
de un radar. (Figura2.3).8

Figura 2.3 Sistema de ejes de tierra.

X
XY PLANE IS
HORIZONTAL
MOVING
EARTH Y
AXES
Y

FIXED EARTH
AXES

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 4, pagina 8.
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2.1.2.3 Sistema de ejes del vehiculo

Este sistema de coordenadas tiene un origen fijo en el vehiculo, y ejes
definidos con respecto el vehiculo. Hay cuatro diferentes tipos de ejes,
los cuales son comunmente usados para el movimiento de una aeronave:
Sistema de ejes de cuerpo, Sistema de ejes de estabilidad, el Sistema de
ejes Principal y el sistema de ejes de viento.

2.1.2.3.1 Sistema de Ejes de Cuerpo

Es el tipo de sistema de ejes mas general el cual el origen y los ejes son
fijos a un cuerpo rigido. El uso de los ejes fijos del vehiculo asegura que
los momentos y productos de inercia en las ecuaciones de movimiento
sean constantes, en medida de que la masa también puede ser considera
constante y que las fuerzas aerodindmicas y momentos dependen
solamente a los angulos de orientacion de la velocidad relativa a 'y .

El sistema de ejes de cuerpo fijo es también el marco neutral de
referencia para la mayoria de las observaciones y medidas del
movimiento del vehiculo y sera referenciada como el sistema xyz.

En el sistema de ejes de cuerpo los vectores unitarios son 1, ],y kcon
origen en el centro de gravedad del vehiculo, usualmente el plano xz es
el plano de simetria del vehiculo (Figura 2.4).6

Figura 2.4 Sistema de ejes de cuerpo.

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 4, pagina 9.
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2.1.2.3.2 Sistema de ejes de estabilidad

Los ejes de estabilidad son ejes de cuerpo especializados (Figura 2.5) en
el cual la orientacion del sistema de ejes del vehiculo es determinada por
la condicion de vuelo en equilibrio. El eje xses seleccionado para que
coincida con el viento relativo en el inicio del movimiento.

Figura 2.5 Sistema de ejes de estabilidad.

y CUERPO =y ESTAEILIDAD
EL PLANO DE ESTABILIDAD X~ Zg

ES EL PLANO DE SIMETRIADE LA
AERONAVE

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 4, pagina 10.

2.1.2.3.3 Ejes principales

Son un conjunto especial del eje de cuerpo, alineados con el eje principal
del vehiculo y son usados para ciertas aplicaciones. Los ejes principales
son definidos como esos ejes donde todos los productos de inercia son
reducidos a Zero. Asi las ecuaciones de movimiento son generalmente
simplificadas, pero es dificil describir con exactitud el movimiento de la
aeronave en este sistema.

2.1.2.3.4 Ejes de viento

Los ejes de viento utilizan la velocidad de traslacion del vehiculo como
referencia para el sistema de ejes. Por lo tanto los ejes de viento estan
orientados con respecto a la trayectoria de vuelo del vehiculo.

La relacion entre los ejes de viento y los ejes de cuerpo del vehiculo de
un cuerpo rigido define el angulo de ataque, a y el angulo de
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deslizamiento lateral . Conviene que estos angulos sean variables
independientes para el uso en la expresion de fuerzas aerodindmicas y
coeficientes de momentos.®

Los ejes de viento no son generalmente usados en el analisis del
movimiento de un cuerpo rigido, porque como en el caso de los ejes de
la tierra, el momento de inercia y los términos en los productos de inercia
en las tres ecuaciones de movimiento rotacional varian con el tiempo, a

yB.

2.1.3 Definicion de vectores

Las ecuaciones de movimiento describen el movimiento de un vehiculo
en términos de cuatro vectores(ﬁ, G, VT, ). Los componentes de estos
vectores resueltos a lo largo del sistema de ejes de cuerpo, se muestran
a continuacion.®

1. F
2.

Fl+FE,j+ Fk
= Gt + Gyj + G,k = Momento total aplicado

Q D
Il

Gaerodinamico + G_otras fuentes
aerodinamico — Laeroz+ Maero]_"" Naerol?
aerodinamico = 1L+ MJ + nk

+ = UT+ Vj + Wk = Velocidad verdadera
= Velocidad hacia adelante

I Q) D

w
< <

V' = Velocidad lateral

W = Velocidad vertical

Pt+Qj+ Rk = Velocidad angular
Razon de Alabeo

=Razo6n de Cabeceo

N QT g

Raz6n de Guifiada
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2.1.4 Derivacion de las ecuaciones de movimiento de la mano derecha
(RHS).

Las ecuaciones de la mano derecha representan la respuesta de la
aeronave a fuerzas o momentos. A través de la aplicacion de la segunda
ley de Newton, la relacién de dos vectores puede ser usada para derivar
las seis ecuaciones requeridas, tres de traslacion y tres de rotacion. Una
aeronave que se considere flexible, da lugar a los efectos de
aeroelasticidad y son grados de libertad adicionales (requiriendo mas
variables y ecuaciones), estas se consideraran por separado.

e Suposiciones

Las siguientes suposiciones seran hechas para simplificar la derivacion
de las ecuaciones de movimiento. La razén de estas suposiciones hara
evidente que las ecuaciones se deriven.

Cuerpo Rigido: Los efectos de aeroelasticidad se deben considerar por
separado.

La tierra y la atmosfera se asumen fijos en el espacio inercial: Para la
mayoria de las aeronaves el sistema de ejes de tierra fijo puede ser
asumido un sistema de coordenadas inercial de esta manera las leyes de
Newton pueden ser aplicadas.

Masa (m) constante: En estabilidad y control la mayor parte del analisis
del movimiento toma lugar en un corto periodo de tiempo, por lo

tantodm/ dt = 0

El plano x-z es un plano de simetria: Esta restriccion es hecha para
simplificar las ecuaciones de la mano derecha. Esto causa que los dos
productos de inercia I,y I,,Sean cero. Esto permite que se cancelen los
términos que contienen estos productos de inercia. La restriccion puede
ser facilmente removida para incluir estos términos.

2.1.4.1 Relaciones de fuerza de traslacion
La ecuacion para el vector de traslacion de la aeronave a partir de la
segunda ley de newton es:

d(mV;)

F =
dt

(2.9)
XYZ
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Donde V; es el vector de velocidad verdadera de la aeronave. La figura
2.6 muestra como este vector cambia en ambas, magnitud y direccion
con respecto a xyz (ejes de cuerpo) y XYZ (ejes fijo de tierra).®

Figura 2.6 Velocidad verdadera del sistema de coordenadas de los ejes de tierra y de cuerpo.

@

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 4, pagina 26.

A partir del andlisis vectorial, la derivada de la velocidad V; en el sistema
de coordenadas inercial (tierra fija), se relaciona con la derivada de V; en
el sistema de ejes de cuerpo a través de esta relacion.

dv,
dt

_dv;

XYZ dt

+ao XV (2.10)
xyz

Sustituyendo esto dentro de la ecuacién (9) y asumiendo la masa
constante, la fuerza aplicada es.

avy

F=m|ZX
e

+w X Vr (2.11)

xXyz
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I7T Y w, como ya se menciond, son dos de los cuatro vectores usados
en las ecuaciones de movimiento para describir el movimiento del
vehiculo.b

Vrp=UT+Vj+ Wk (2.12)

@ =P+ QJ+ Rk (2.13)
La relacion de la velocidad verdadera y sus componentes a ay By al
sistema de coordenadas de ejes de cuerpo es mostrada en la figura 2.7.

Figura 2.7 Componentes de velocidad y orientacion de los angulos aerodindmicos, a 'y 6.

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 4, pagina 13.

Los angulos a y [ pueden ser expresados en términos de las
componentes de la velocidad como sigue.

_ w
sing = ———— (2.14)
Vrcosf

Si B es pequefio (suposicién), entonces cosff = 1.
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i w (2.15)
sihna = — 2.15
Vr

Si a también es pequefio (suposicion), entonces.

w
Vr

IR

a (2.16)

Algunos textos también definen.

1

SIS

a = tan™

Para el angulo de deslizamiento lateral .

4
sinff = — (2.17)
Vr

Si B es pequefio, entonces sin § = fy.

|74
Vr

IR

(2.18)

B

Usando las ecuaciones (12) y (13), la ecuacion de traslacion (11) puede
ahora ser escrita en forma de componente como.

N I L
F=m|Ut+Vj+Wk+|p 0 R (219
u v W
Expandiendo
F =m[UT+ V] + Wk + (QW — RV)T— (PW — RU)J (2.20)

+ (PV — QU)k]
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Reordenando

F=m[(U+QW —RV)t+ (V+RU—PW)j

+ (W + PV — QU)k] (224

En forma de componentes, la suma de las fuerzas en el sistema de ejes
de cuerpo es.

F=ET+FEj+FEk (2.22)

El resultado de las ecuaciones de traslacion en las tres componentes
es:

F, =m(U + QW —RV) (2.23)
F,=m(V + PV + PW) (2.24)
F, =m(W + PV — QU) (2.25)

2.1.4.2 Ecuaciones de rotacion
De nuevo, a partir de la segunda ley de Newton de la ecuacién (2).

d(H)
dt

XYZ

G =

(2.26)

La ecuacion (26) establece el cambio en el momentum angular H, este
equivale al momento aplicado G.

El momentum angular puede ser pensado como un momentum lineal
momento de brazo incluido. Considere una bola balanceandose sobre el
extremo de una cuerda en cualquier instante de tiempo como se muestra
en la figura 2.8.5
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Figura 2.8 Momentum angular.

v

-]

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 4, pagina 28.

El momentum lineal de este sistema podria ser:

Momentum Lineal = mV

El momentum angular es definido como Hdonde H =7 X

Momemtum linealy desde el ejemplo de la figura 8, el &ngulo entre 1y
Ves 90 grados, la magnitud del momentum angular es mrV.

] = : . = d =
Asi como una fuerza Fcambia el momentum lineal (F = a(mV)), un
—_ X , — d J—
momento G cambiara el momentum angular (G = = (H)).

Un momento esta relacionado a una fuerza, de la misma manera que un
momentum angular es relacionado a un momentum lineal:

Momento =7 X Fuerza

Momentum Angular = ¥ X Momentum lineal

En principio para determinar el momentum angular de una aeronave, se
considera un pequefio elemento de masa mq, en alguna parte de la
aeronave, una distancia 7; desde el centro de gravedad (Figura 2.9).%
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Figura 2.9 Desarrollo del momentum angular para cuerpos rigidos.

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 4, pagina 29.

El momentum angular de m,es

Hm == fl X mVl == ml(fl X Vl) (2.27)

1

Y

_dfy

V= T (En el sistema de coordenadas inercial) (228

XYZ

Otra vez, a partir del andlisis vectorial, la razén de cambio del vector del
radio 77 puede ser relacionado en el sistema de ejes de cuerpo (xyz) por:

_dfy

dr,
vy

= — +w X1 (2.29)
xyx dt

xXyz

Desde que la aeronave sea considerada un cuerpo rigido #; no cambia
con el tiempo. Por lo tanto el primer término puede ser excluido, la

velocidad inercial del elementom, es

Vi=moXT7 (2.30)
Sustituyendo esto dentro de la ecuacion (27).
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Hp, =my[f x (@ x7})] (2.31)

Este es el momentum angular del elemento de masa m,. En principio
para encontrar el momentum angular de la aeronave entera, se integrara

sobre el volumen de la aeronave (v). p4Es la densidad de masa de la
aeronave.®

H= J pal7 X (@ % 7)]dv (2.32)
v
Donde,
7 =xl+yj+zk (2.33)
Luego,
T ] k
wXr=|P Q R (2.34)
X y z
El determinante puede ser expandido para dar
w X7 =(Qz—Ry)i+ (Rx — Pz)] + (Py — Qx)k (2.35)
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Por lo tanto, la ecuacion (32) se convierte en

Hj palr(@r)]dv

A ]— k (2.36)
= X y z dv
(Qz—Ry) (Rx—Pz) (Py—Qx)

Asi los componentes de Hson:

H, = j psy(Py — Qx)dv — f p4zZ(Rx — Pz)dv (2.37)
v v

Hy = f paz(Qz — Ry)dv — j pax(Py — Qx)dv (2.38)
v v

H, = f psx(Rx — Pz)dv — j p4v(Qz — Ry)dv (2.39)
v v

Reordenando las ecuaciones

szPJ PA(y2+ZZ)dU—Qj paxydv
v %

(2.40)

— Rf pa xzdv
v

Hyfo pA(x2+zz)dv—Rj P4 yzdv
v

v
(2.41)

— PJ paxydv
v

65



szRJ pA(x2+y2)dv—PJ p4 xzdv
v v

(2.42)
- QJ payzdv
v

Las integrales ahora son nuevamente organizables como momentos y
productos de inercia.

Los momentos de inercia son definidos como:

I, = j ps (V2 + z%)dv (2.43)
v

L, = f ps (x? + z%)dv (2.44)
v

I, = j ps (x? + y*)dv (2.45)
v

Esta es la medida de la resistencia a la rotacion y nunca es cero. Ellas
se ilustran en la figura 2.10.

Figura 2.10 Momento de inercia (ly)

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 4, pagina 32.

66



Los productos de inercia son definidos como: (Figura 2.11)

Iyy = 1y, = f paxy dv (2.46)
v

Iy, =1, = f payz dv (2.47)
v

L, =1, = f paxz dv (2.48)
v

Figura 2.11Producto de inercia (Ixz)

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 4, pagina 32.

Los productos de inercia son medidas de simetria. Ellas son cero para
vistas que tienen un plano de simetria

Sustituyendo dentro de las ecuacién (40) a (42) se encuentra que el
momentum angular de un cuerpo rigido es.

H=H,1+H,]+Hk (2.49)

Asi que
H, =PI, — QL. — RI,, (2.50)
H, = Ql, — RIL,, — RI,, (2.51)
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H, = RI, — Pl,, — QI,, (2.52)

Una aeronave es normalmente simétrica alrededor de los ejes x-z como
se ilustra en la figura 2.12. En principio para simplificar las ecuaciones de
movimiento de la mano derecha, se aplica la suposicion de que el plano
X-z es un plano de simetria y se obtiene:

H = (PI, — RL,)T+ QLj+ (Rl, — P,k (2.53)

Figura 2.12Propiedades de inercia de la aeronave con respecto al plano de simetria x-z.

> x
L1, %0) I (I, = 0)
I

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 4, pagina 33.

La ecuacion para el momentum angular puede ahora ser sustituida
dentro de la ecuacién de momento.

_ aA

G =— (2.54)
dt

XYZ

Aplicado solamente con respecto al espacio inercial. Expresado en el
sistema de ejes de cuerpo fijo, la ecuacion se convierte en:

_ dH
G_

= E +oXxH (2.55)

xXyz



Lo cual es

T ]k
G=HJi+HJj+HK+|P Q R (2.56)
H, H, H,
Recuerde, para una aeronave simétrica
H = (PI, — RL,)T+ (QL,)) + (Rl, — PL,)k (2.57)

Desde que el sistema de ejes de cuerpo es usado, los momentos de
inercia y los productos de inercia son constantes. Por consiguiente
mediante diferenciacion y sustitucion, la ecuacion de momento se
convierte en

G = (PL, — RL, )T+ QL,j + (RI, — PL, )k

+ Il’ ({2 Ilg (258)
(PL —RIy) (Qly) (RI— Ply,)
Por lo tanto las componentes de las ecuaciones de rotacion son:
L=G,=PlL+QR(I,—1,)— (R+PQ)I, (2.59)
M =G, = Ql,— PR(I, — I,) + (P* = R?)I,, (2.60)
N =G, =RI,+PQ(I, - I,) + (QR - P)I, (261)

Esto completa el desarrollo de las si es ecuaciones de la mano derecha
(ecuaciones 23 a 25y 59 a 61).
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2.1.5 Derivacion de las ecuaciones de movimiento de la mano izquierda
(LHS).

Las ecuaciones de movimiento relacionan el movimiento del vehiculo con

las fuerzas y momentos aplicados.®

LHS RHS
Fuerzas y momentos aplicados = Movimiento del vehiculo
observado
F, = m(U + QW — RV)
Ge = PL+QR(I,—-1,)—(R+PQ)l,

etc.

Cada una de las seis ecuaciones de la mano derecha (RHS) han sido
completamente expandidas en términos facilmente cuantificables. Las
ecuaciones de la mano izquierda (LHS) también deben ser expandidas
en términos de variables practicas. En principio para esto, se debe ser
capaz de relacionar la orientacion de los ejes del cuerpo (xyz) al
movimiento de los ejes de tierra (XYZ), esto es hecho a través del uso de
los angulos de Euler. EI movimiento del sistema de ejes de tierra es
usado porque se ocupara de la orientacion de la aeronave con respecto
a la tierra'y no de su posicion (locacién del cg) con respecto a la tierra.

Eje . .. Velocida Pequen(? Velocida
Direccidn Nombre . Desplazamient
s d Lineal d Angular
o Angular
P ————S—S—S—Sm§y

0X Hacia adelante Alabeo [0) P

OY | Hacia al ala derecha | Cabeceo vV 0 Q

0z Hacia abajo Guifiada w Y R
Ejes Momento de Inercia Producto de Inercia Fuerza Momento
0X I, Jxy = F, L
()4 L, Jyz = E, M
0z I, S 0 F, N
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2.1.5.1 Angulos de Euler

La orientacidn de cualquier sistema de coordenadas relativo a otro puede
ser dada por tres angulos (dngulos de Euler), los cuales son rotaciones
consecutivas alrededor de los ejes z, y, X, en ese orden se lleva un
estructura que coincida dentro de la otra. En dindmica de vuelo, los
angulos de Euler utilizados son aquellos los cuales llevan el movimiento
de rotacion del vehiculo en el sistema de ejes de tierra a que coincida
con el sistema de ejes del vehiculo. (Figura 2.13).%

Figura 2.13 Rotacidn de los dngulos de Euler.

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 4, pagina 15.
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Los angulos de Euler son expresados como YAW (W), PITCH (0) y ROLL
(®). La secuencia (YAW, PITCH, ROLL) debe ser mantenida para llegar
al conjunto adecuado de angulos de Euler. Los angulos de Euler son
definidos como:

Angulo de Yaw (¥):

Es el angulo comprendido entre la proyeccion del eje X del vehiculo sobre
el plano horizontal y la posicion inicial de referencia del eje de la tierra X.

Angulo de Pitch (0):

El &ngulo es medido en el plano vertical entre el eje X de la aeronave y
el plano horizontal.

Angulo de alabeo (9):

Es el angulo medido en el plano YZ del sistema de ejes de la aeronave,
entre el eje Y y el plano horizontal. Este es el mismo angulo de banqueo
para un determinado ¥ y @, y este es medido desde la rotacion alrededor del
eje X.

Los limites aceptados en los angulos Euler son:
—180° < ¥ <180°

—90° < 6 <£90°
—180° < @ <180°

La importancia de la secuencia de rotacion de los angulos de Euler no
debe ser exagerado. El desplazamiento finito angular no se comporta
como vectores. Sin embargo, si la secuencia es realizada en un orden
diferente a ¥, 0, @, el resultado final sera diferente. Este factor es
claramente ilustrado en la figura (tal), en donde las dos rotaciones son de
igual magnitud realizadas alrededor del eje X y Y, pero en un orden
opuesto. La adicion de una rotacion alrededor de un tercer eje no hace
nada para mejorar el resultado.

Los angulos de Euler son muy usados para describir la orientacion de
vuelo de la aeronave con respecto al espacio inercial.
Consecuentemente, las razones angulares en un sistema inercial

(¥, 6, ®) pueden ser transformados a razones angulares para los ejes de
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la aeronave (P, Q, R), usando la transformacion de los angulos Euler como
se desarrolla en la siguiente subseccion.®

Figura 2.14 Demostracion de que los desplazamientos angulares finitos no se comportan como vectores.

ROTATION SEQUENCE 1 ROTATION SEQUENCE 2
i //_\/_\ ) /\E_/_L
- — S e
Y
x4
zy
vi
ROTATE —90° ﬂ
ABOUT X :g;:‘_;.ﬁm
¥
. S|
x
Y
ROTATE +90"
ABOUTY ROTATE —90°
z ABOUT X

il
-

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 4, pagina 16.
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VECTOR TRANSFORMATION MATRIX ANGULAR VELOCITY RELATIONS
CASE 1 INITIAL VECTOR COMPONENTS
x y z Direet —
YAW o qb'u:&u—yb.sinﬂn
g X3 cos 6 cos ¥ cos & sin ¢ —sin 6 8.:, =6 C?S o+ ¢ Si.“ @z co8 6
PITCH E . ¥u = —0, 8in @1 + Y COS P2 COSH;
an
ROLI ;E va sin ¢: sin 8 cos ¥ sin g sin 6, sin ¢ ) Inverse —
As 53 —cos ¢ sin ¢ +cos 4) cos ¥ sin ¢: cos 0 xb — 6y sin ¢a sec 81 + s cO8 ¢ S0 B,
v-o &}; . 6, = 65 cos ¢z — y"m sin ¢z
s EO cos ¢ sin 8, cos ¥ €os ¢, sin 8, sin Y P 6 sin &= tan 8; 4+ s cos ¢:tan 6,
E O 2z --sin ¢, sin ¥ —sin ¢2 cos ¢ cos ¢ cos O
CASE 2 INITIAL VECTOR COMPONENTS
x . y ‘ z Direct —
YAW = @3 = 1 €08 8z — Y cos ¢, sin 6,
=] X3 cos 8: cos cos 6z sin s == 6: + ¥ sin ¢y
3] —sin ¢, sin 6, sin ¢ +-sin ¢ sin 62 cos ¥ | —cos ¢: sin 6: . . . :
= Ya = ¢ 8in Oz 4 | cos @1 cos @
ROLL =
ag
= . .
=z | Ya —cos ¢ sin ¥ CO8 @1 COS Y sin ¢ Inverse —
PITCH = '-2 . . . .
2o V= — ¢ sec ¢ 5in 8; 4 Y9 sec b, cos 6;
LB %; P1 = ¢y €OS 82 + s sin 82
: =] sin 8; cos ¢ sin 6: sin €OS @1 CO8 82 s . i
EU 8 +si; ¢ cos Basin | —sin ¢ cos 6: cos ¥ 6:=¢stan grsinbs+ b — Yo tan pu cos b
CASE 3 INITIAL VECTOR COMPONENTS
Direct —
X y . z , .
Pn == ¢1c08 Y2 + 6 cos ¢ sin Y2
PITCH % % cos 6 cos Y —sin 8 cos 6 = — ¢ sin Y + 6 cos @1 cos Yo
5 s ~+sin @1 8in 8 8in s |  cos ¢ sin ¢u +sin ¢: cos 6 sin ¥, Yo = —6 sin ¢ + ¥
ROLL ~ .
o gﬁ . . . nverse —~
(Sh —cos # sin . sin & sin . . . :
YAW Eﬁ Y3 +sin ¢ sin ;cos Vil  €os ¢y cos ¥ +sin ¢, ct;s # cos ¥ = '3”"_ sec ¢ sin \{'a + 8a sec ¢y cos ¥
og ) @1 = s CO8 Y2 += s 8in
Py ?E ) Y2 = @ tan ¢, sin ¥, + 6 tan ; cos ¥
28 z3 €os ¢, sin @ —sin ¢ .CO8 ¢ cos § + ¥
=




VECTOR TRANSFORMATION MATRIX

ANGULAR VELOCITY RELATIONS

INITIAL VECTOR COMPONENTS

CASE 4 7l 7
% y - " Direct —
PITCH 3 = ¢z + 68in ¥u
: &= 6 = 6 cos ¢ cos Y1 + yiu sin ¢
[} x " et 3 = 2 C 3 1 2
E 8 €08 6§ cos ¥, sin ¥, sin @ cos Y, Via = —6 sin s cO8 ¥ - Y cOB i
YAW >
. a & . : . Inverse —
Z | ys ~C08 ¢z Cos § sin Y1 ‘ €0s ¢ sin 6 sin Y . . .
ROLL E % +-sin ¢ sin 8 CO8 ¢y CO8 Yy ~+-8in ¢, cos 6 = 6y cos P2 seC Yy — V3 8in Pa s€C Y
E 8 lﬁ'z = é:a sin ¢ 4 \l;.s COS ¢
Wy 2 by = a — 65 COS ¢u L s 8in s t
b-¥r-0 55 z sin ¢; cos 8 sin Y, —sin ¢2 sin @ sin Y1 n=e # 008 SUD Ny <t RGN s
E o 3 +co8 ¢ s{inp“ —gin ¢, €os Yy +-cos ¢, cos 6
CASE 5 2.2, 7 INITIAL VECTOR COMPONENTS
= y z Direct —
ROv &3 = ¢ oS By ¢OS Yy — ¥y Sin s
LL : o :
g X3 COs ¢ cos 6 sin Y sin ¢ cos 6 sin Y, 8 = —¢ sin Y, + 9
E cos 62 cos Y ~+sin ¢ sin 6. —cos ¢ sin 8, Yo = ¢ sin 6. cos ¥s + Y1 cos 62
YAW
>
8%’ g ) i ) Inverse —
PITCH E; 3 Ay Co8. coR YL A ook b = ¢ COs 0: sec Yy 4 ¥u sin 8: sec ¥,
EE Vi = — s sin 8; + ¥s cos 8:
U) - g s -
Ll Z3 zs ) cos ¢ sin 0 sin ¥, sin ¢ sin 6: sin y, fupucon 0’_‘“ Vot fe
EU sin 8: cos Y1 —sin ¢ cos 6 ~+cos ¢ cos 8- =+ Y4 sin 6 tan Y
CASE 6 INITIAL VECTOR COMPONENTS
x y z Direct —
ROLL o . ' ' é;- = ¢; c.os 6 cos. ¥z + o 'sin Va2
o X3 €0S$ ¢ 8in Y2 sin ¢ sin Y. s = —¢p cos 0, sin Y2 4 61 cos Y2
S cos 6, cos ¥ +sin ¢ sin 6, cos . | —cos ¢ sin 8, cos Y- e 4; sin 6 + \P
PITCH el i
2]
@; Ys —cos 6, sin ¥, €08 ¢ CO8 Yy sin ¢ cos Y2 TR .
YAW = g ~sin ¢ sin 6 sin ¥, | --cos ¢ sin 6, sin Y. & = éa sec 61 cos Y — 6a sec 6y sin Y
88 61 = gu sin Y + 65 cos Y=
P 22 Ya= —éa tan 6, cos yi + 6. tan 6, sin Va
< S| 2 sin 6, —sin ¢ cos 6; €08 ¢ €os 6, + ¥
=




2.1.5.2 Transformacion de las razones angulares
Nosotros necesitamos desarrollar la transformacion de las razones

angulares desde el sistema de ejes de la tierra (lIJ 0, ®), al sistema de

ejes de la aeronave (P, Q,R) para cualquier aptitud de la aeronave. El
desarrollo es presentado en los siguientes parrafos.

Es facil observar que cuando la aeronave se encuentra con un
movimiento de cabeceo hacia arriba y banqueando, el vector ¥ tendra
componentes a lo largo del sistema de ejes de cuerpo en X, Y y Z (Figura
2.15). Recordando, v, es la velocidad angular alrededor del eje Z en el
sistema de ejes de la tierra (este puede ser a traves de la razén de cambio
del rumbo de la aeronave). La aeronave debe tener un valor de 8 y ¢. La
manera mas sencilla para poder deducir la transformacion de las
ecuaciones es analizar un vector al mismo tiempo. Primero resolvemos
los componentes de i en el sistema de ejes de cuerpo, realizamos lo
mismo para 6 y ¢, después se suman los componentes para obtener
como toda la transformacion.

Figura 2.15 Componentes de Y a lo largo de los ejes x, y y z de cuerpo.

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 4, pagina 18.

e Pasol: resolver los componentes de v a lo largo de los ejes de
cuerpo para cualquier actitud de la aeronave.

De la figura, se observa ahora que i se refleja en sistema de ejes de
cuerpo para iniciar en la aeronave un vuelo recto y nivelado y cambiar la
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aptitud de la aeronave un angulo al mismo tiempo. Teniendo en cuenta
la convencidn, la secuencia seré guifiada, cabeceo y banqueo.

Primero, como lo podemos ver en la figura 2.16, que el eje Z del sistema
de ejes de la tierra se encuentra alineado con el eje Z del sistema de
ejes de cuerpo independientemente de que los angulos y,0 y ¢ sean

cero, sin embargo, ¥ no afecta Py Q.5

Figura 2.16 Velocidad angular de la aeronave con respecto para la razén de guifiada (Rotacion ().

LR = 4 (whem 8= 4= 0)

HORIZONTAL REFERENCE
PLANE OF THE MOVING
EARTH AXIS SYSTEM

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 4, pagina 19.

Lo que sigue, es considerar el cabeceo. En esta aptitud, 1) tiene
componentes sobre Xy Z en el sistema de ejes de cuerpo (Figura 2.17).
Como resultado, ¥ contribuye a las razones angulares alrededor de
estos ejes.

P=—ysend (2.62)
R =1cosh (2.63)

El cabeceo en el eje Z permanece perpendicular al eje de cuerpo Y, de
tal manera de que Q no es afectado por ) en esta aptitud.
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Ahora, el banqueo de la aeronave, deja el momento de cabeceo como
lo indica la figura 2.18.

Figura 2.17 Velocidad angular de la aeronave para la razén de guifiada (Rotacién@).

HORIZONTAL
REFERENCE

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 4, pagina 20.

Figura 2.18Velocidad angular de la aeronave para la razén de guifiada (Rotaciong ).

/-E-—&mﬂ sing |
x

HORIZONTAL
REFEREMCE
PLANE

P= —l.tl- sin E_IJ

F=jcos fcosd K

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 4, pagina 21.
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Todos los componentes son ilustrados ahora. Nétese que el movimiento
de alabeo no cambia el efecto de iy sobre P. Por lo tanto, los
componentes, de iy en el sistema de ejes de cuerpo, para cualquier
actitud de la aeronave, para efectos de

P = —sinf (2.64)
Q = cosfsing (2.65)
R =1 cos 6 cos ¢ (2.66)

e Paso 2: resolver los componentes de 8 a lo largo de los ejes de
cuerpo para cualquier actitud de la aeronave.

Recuerde, 6 es el angulo entre el eje X de cuerpo y el horizonte local
(Figura 2.19). De nuevo, cambia la actitud de la aeronave por los pasos
en la secuencia de la guifiada, cabeceo, y banqueo y analizando los
efecto de 6.

Figura 2.19 Contribucion de la razon de cabeceo a la velocidad angular de la aeronave (Rotacion 6).

)

J HORIZOMNTAL
REFEREMNCE
PLANE

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 4, pagina 22.

Se puede observar inmediatamente que el angulo de guifiada no tiene
efecto. De igual manera, cuando hay cabeceo, el eje del cuerpo Y
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permaneciendo en el plano horizontal. Sin embargo, 8 es el mismo Q en
esta aptitud y el componente es igual a:

Q=96

Ahora el banqueo de la aeronave.

Figura 2.20 Contribucidn de la razén de cabeceo a la velocidad angular de la aeronave (Rotacidn ¢).

R=-guaingk
\./\Hx
\\.
Sy

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 4, pagina 23.

Puede verse de la anterior figura 2.20, que los componentes de 6 sobre
el eje de cuerpo son:

Q = 6cos ¢ (2.67)
R = —0sin¢ (2.68)

Notese que P no es afectado por 6 ya que por definicion 8 es medido
sobre un eje perpendicular al eje X del cuerpo

e Paso 3: Resolver los componentes de ¢ a lo largo de los ejes de
cuerpo.

La raz6n angular ¢ es medida a lo largo del eje X del cuerpo. Por lo tanto,
¢ afecta solo al valor de P, o:

P = ¢ (2.69)
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Los componentes de 1,8 y ¢ a lo largo de los ejes X, Y y Z del cuerpo
para cualquier actitud de la aeronave que sea descrita. Ahora pueden ser
sumados para obtener la transformacion de las ecuaciones.

P=(¢—1sind) (2.70)
Q = (6 cos ¢ + 1 cos @ sin ) (2.71)
R = (3 cos 0 cos ¢ — §sin p)k (2.72)

Con estas ecuaciones es posible ahora realizar la transformacion de las
ecuaciones de movimiento escritas en términos de sistema de ejes de
cuerpo (U,V,W,P,Q, y R), en términos de movimiento en el sistema
inercial (ejes de tierra, U,V,W,y,0 y ¢). En este caso, las ecuaciones
resultantes son seis ecuaciones diferenciales no lineales simultaneas de
primer orden en U,V y W y de segundo orden en y,6, y ¢. En orden,
describe completamente la trayectoria de la aeronave en coordenadas
del sistema inercial, y de manera similar es la transformacion para
relacionar U,V,y W, velocidades en las coordenadas del sistema inercial.

Las ecuaciones de P y Q son conocidas como las ecuaciones
paramétricas y con las seis ecuaciones de movimiento, pueden ser
usadas para describir por completo el movimiento de la aeronave.®

2.1.5.3 Descomposicion inicial de las ecuaciones de la mano izquierda.

En general, las fuerzas y momentos aplicados sobre las ecuaciones del
lado izquierdo (LHS), pueden ser divididas de acuerdo a las fuentes
mostradas abajo.

LONGITUDINAL

FUENTE
AERODINAMICA EMPUIJE GRAVEDAD GIROSCOPIO OTRO
Fy Xa Xr Xy 0 Xotro
F, Zy Zr Zg 0 Zotro
Gy M, My 0 Mgiro Motro

Tabla 2-1 Descomposiciodn inicial de las ecuaciones de la mano izquierda

2.1.5.4 Fuerzas aerodindmicas y momentos:
De lejos, lo mas importante de las fuerzas y momentos de las ecuaciones
del lado izquierdo (LHS) son los términos aerodindmicos.
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Desafortunadamente estos son demasiado complejos. Como resultado,
ciertas suposiciones son hechas y muchos de los términos mas
pequefios arbitrariamente son excluidos para simplificar el andlisis.

2.1.5.4.1 Seleccidn del sistema de ejes
Se consideran solamente las fuerzas sobre una aeronave. Sumando las

fuerzas a lo largo del eje de cuerpo x. (Figura 2.21).

F, =Lsina — D cosa (2.73)

Figura 2.21 Eleccidn del sistema de ejes.

x BODY AXIS

o
; = x STABILITY AXIS

m

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 4, pagina 39.

Notese que si las fuerzas fueran sumadas a lo largo del eje de estabilidad
Xs, esto podria ser.

F, =-D (2.74)

Estas cosas se podrian simplificar si el eje de estabilidad fuera usado
para el desarrollo de las fuerzas aerodinamicas. Al suponer un angulo
pequefio se permite hacer lo siguiente.

cosa =1

1R

sina =0

Usando esta suposicién, la ecuacion (73) se reduce a la ecuacion (74).
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Cabe sefialar que la sustentacion y la resistencia son definidas para que
sean positivos como se ilustro. Por lo tanto estas cantidades tienen un
sentido negativo con respecto al sistema de ejes de estabilidad.

Los términos aerodinamicos seran desarrollados usando el sistema de
ejes de estabilidad de modo que las ecuaciones asumen la forma de.

Arrastre  —D + Xp + X, + Xotr

. (2.75)
= m(U + QW —RV)
Sustentacion  —L+Zr+Zy+ Zyey
' (2.76)
= m(W + PV - QU)
Cabeceo My + My + Mgiro + Moy
) (2.77)
= QIy — PR(I, — Ix) + (PZ - RZ)IXZ
Fuerza Lateral Yy + Yr + Y, + Yy,
) (2.78)
= m(V + PV + PW)
Alabeo Ly + L + Lgjro + Loty
. . (2.79)
=PI, + QR(I, — I,) — (R + PQ)I,,
Guifiada Ny + Np + Ngiro + Nogr
(2.80)

=RI, +PQ(l, —I,) + (QR = P)I,,

2.1.5.4.2 Expansioén de los términos aerodindmicos

Un andlisis de estabilidad y control se refiere de qué forma responde un
vehiculo a una perturbacién de entrada. Por ejemplo, el elevador arriba
causara que la nariz se levante, o por turbulencias se causa un
deslizamiento lateral, la aeronave debera alinearse a si misma con el
viento relativo. Intuitivamente, los términos aerodindmicos tienen el
mayor efecto sobre el resultado del movimiento de la aeronave.
Desafortunadamente las anteriores ecuaciones (que resultan de la
sumatoria de fuerzas y momentos), son no lineales, y sus soluciones
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exactas son imposibles. En vista de la complejidad del problema, la
linealizacion de las ecuaciones propone simplificaciones especialmente
deseables. El modelo linealizado estd basado en la suposicion de
pequefias perturbaciones y la teoria de pequefas perturbaciones. No
obstante este modelo da resultados bastante adecuados para propésitos
de ingenieria sobre un amplio rango de aplicaciones; porque los
principales efectos aerodinamicos son practicamente funciones lineales
de las variables de interés y porque grandes perturbaciones en vuelo
pueden corresponder a pequeiias perturbaciones, relativas a velocidades
angulares y lineales.

2.1.5.4.3 Teoria de pequeiias perturbaciones

La teoria de pequefias perturbaciones se basa en una simple técnica
utilizada para linealizar un conjunto de ecuaciones diferenciales. En la
dinamica de vuelo de aeronaves, las fuerzas aerodinamicas y momentos
son asumidos para ser funciones de los valores instantaneos, de las
velocidades de perturbacion, de la deflexion de las superficies de control
y de sus derivadas. Ellas son obtenidas en la forma de una serie de
Taylor en estas variables, y las expresiones son linealizadas para excluir
todos los términos de mas alto orden. Para entender completamente la
derivacién, algunas suposiciones y definiciones deben ser primero
establecidas.®

Suposicién de pequefias perturbaciones: En resumen las principales
variables que afectan las caracteristicas aerodinamicas de un cuerpo
rigido o un vehiculo, se dan abajo.

1. Velocidad, temperatura y altitud: Estas variables pueden ser
consideradas directamente o indirectamente funciones del
namero Mach, nimero de Reynolds y presion dindmica. La
velocidad puede resolverse dentro de las componentes U, Vy W
a lo largo de los ejes de cuerpo del vehiculo.

2. Angulo de ataque a, angulo de deslizamiento lateral B: Estas
variables pueden ser usadas con la magnitud de la velocidad total
VT, para expresar las componentes ortogonales de velocidad U, V
y W. Es mas conveniente expresar la variacion de las
caracteristicas de fuerzas y momentos con estos angulos como
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variables independientes mejor que con los componentes de
velocidad.

3. Velocidad angular: Esto es usualmente solucionado dentro de los
componentes, P, Q y R alrededor de los ejes de cuerpo del
vehiculo.

4. Deflexion de las superficies de control: Estas son usadas
fundamentalmente para el cambio o balance de las fuerzas
aerodinamicas y momentos y se representan por &, 84, Oy
(deflexion del elevador, aleron y rudder respectivamente).

Porque el aire tiene masa, el campo del flujo no puede ajustarse
instantaneamente a los cambios repentinos en estas variables y existen
condiciones transitorias. En algunos casos esos efectos transitorios
vienen siendo significativos.El analisis de cierto movimiento inestable por
lo tanto puede requerir considerar las derivadas con respecto al tiempo
de las variables listadas abajo.

En otras palabras:

Son

Variable Primera Derivada Segunda Derivada
T ——
U a B U @ It U a 4
P Q R P ) R P R
funcion de 5, 5, 5, Se Sa ST 6e 6a 6r

p M R, T Se asume como constante

Tabla 2-2 Lista de variables.

Esta lista puede ser reducida a proporciones factibles mediante la
suposiciéon de que el movimiento del vehiculo consiste solamente de
pequefias desviaciones desde alguna condicion inicial de referencia. En
adicion, las expansionesde las series de Taylor con términos de alto
orden se desprecian, se utilizé para determinar los efectos de estas
pequefias perturbaciones sobre la aeronave. Afortunadamente, esta
suposicién de pequefias perturbaciones se aplica a muchos casos de
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interés practico y como un extra, las derivadas y pardmetros de
estabilidad se derivan bajo esta suposicion.

Las variables se consideran que constan de algunos valores de equilibrio
mas un cambio incremental, llamado el "valor de perturbacion”. la
notacion para estos valores de perturbacion es:

P=P0+p
U=U0+u

En resumen, la suposicion de pequefias perturbaciones es aplicada en
tres pasos:

Se asume una condicion inicial (en equilibrio), se asume que el
movimiento del vehiculo consiste en una pequefia perturbacion alrededor
de esta condicién y utilizando una expansion de las series de Taylor de
primer orden para determinar los efectos de estas pequefias
perturbaciones.

Como una consecuencia adicional, la suposicion de pequefas
perturbaciones permite desacoplar las ecuaciones longitudinales de las
latero-direccionales.

Ecuaciones longitudinales y latero-direccionales: Estas han sido
encontradas por la experiencia propia, cuando se opera bajo la
suposicion de pequefas perturbaciones, el movimiento del vehiculo
puede ser pensado como dos movimientos independientes
(desacoplados), cada uno de los cuales es una funcion de las variables
mostradas abajo.

1. Movimiento Longitudinal

(D,L,My) =fU,a,q,0Q,6,) (2.81)

2. Movimiento Latero-Direccional

(Yy,Ly,Ny) = f(ﬁ,B,P, R, 8,, 6}) (2.82)
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Las ecuaciones son agrupadas y nombradas de la manera como se
mostro anteriormente, debido a que las variables de estado del primer
grupo U, a,a,Q,5, son conocidas como las variables longitudinales y
esas del segundo grupo B,8,P,R, 8,4, 8, son conocidas como variables
latero-direccionales. Con la convencional hipétesis de simplificacion, las
variables longitudinales y latero-direccionales apareceran explicitamente
solo sus respectivos grupos. Esta separacion también sera mostrada en
términos de fuerzas aerodinamicas y momentos y las ecuaciones se
desacoplaran completamente dentro de estos dos conjuntos
independientes.

Condiciones Iniciales: Como se ha indicado al principio, se asumira que
el movimiento se compone de pequefias perturbaciones alrededor de
alguna condicién inicial de equilibrio. La condicién se asumira como un
vuelo simétrico, recto y estable. Esta condicion es una combinacion de
los siguientes movimientos.

Vuelo Estable: Movimiento con cero razéon de cambio en las
componentes de las velocidades linéales y angulares. Por ejemplo.

Vuelo Recto: Movimiento con cero en las componentes de la velocidad
angular, P, Qy R=0.

Vuelo Simétrico: Movimiento en el cual el plano de simetria del vehiculo
permanece fijo en el espacio a través de la maniobra. Las variables
asimétricas P, R, V, ® y B son todas cero en el vuelo simétrico. Algunas
condiciones del vuelo simétrico son, wings-leveldives, acenso y pull-ups
sin deslizamiento lateral. En el vuelo simétrico, recto y estable, para la
aeronave este volando con las alas niveladas todas las componentes de
velocidad se asumen cero excepto Uo y Wo. Por consiguiente, con
referencia a los ejes de cuerpo

Vy = U, = constante
W, = constante pequeia - ay = constante pequena

Vo =0

IR

0
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Po=Qy=Ry=0

Ya se ha encontrado que las ecuaciones de movimiento se simplifican
considerablemente cuando es usado los ejes de estabilidad como ejes
de referencia. Esta idea se empleara nuevamente y la ultima serie de
condiciones de contorno resultaran. Por lo tanto

Suposicién

Vr = U, = constante

S
I

0.'.0{050

SN
IR

== 0 o BO E O
Po=Qy=Ry=0
(p, M, Re, configuracion de la aeronave) = constantes

Expansién por las Series de Taylor: Como se ha indicado al principio, las
ecuaciones resultantes de la sumatoria de fuerzas y momentos son no
lineales y la solucién exacta no es obtenible. Una solucion aproximada
es encontrada mediante la linealizacion de estas ecuaciones usando la
expansion de las Series de Taylor y dejando a un lado los términos de
mas alto orden.

Como una introduccion a esta técnica, se asume alguna funcién arbitraria
no lineal F (U), teniendo la representacion grafica mostrada en la
grafica2.1.
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Grafica 2.1 Aproximacion de una funcion arbitraria por series de Taylor.

1(v) /
—] AU

u,

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 4, pagina 44.

Una expansion de las Series de Taylor aproximara la curva sobre un
periodo corto, AU. La primera derivada asume la funcion entre AU para
gue sea una linea recta con la pendiente df(U,)/dU. Esta aproximacion
es mostrada en la grafica2.2.

Grafica 2.2Aproximacion de primer orden por series de Taylor.

:— SLOPEJ:M

/ au

f(Uy)
\ 1(u)

_ +———— AU
v,
)
) = qu.}ﬂﬂT—u"AU
U,+ au

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 4, pagina 45.
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Para matizar la exactitud de la aproximacion, el término de una segundo
derivada es adicionado. La aproximacion de segundo orden es mostrado
en la figura 2.3.

Grafica 2.3 Aproximacion de segundo orden por series de Taylor.

fu)
1)

- EUCA] 12U
KU}J f[l.l,]-l-—«ulw-tz._é..ﬁf:}.[bmz

U, + AU

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 4, pagina 45.

Una exactitud adicional puede ser obtenida por la adicién de derivadas
de més alto orden. El resultado de la expansion de las Series de Taylor
tiene la forma de:

AC/Y 102f(Up)

3! 6U3 n! 6U"

Si se hace AU lo mas pequeno, la exactitud se incrementara y los
términos de mas alto orden pueden ser no tomados en cuenta sin que
signifique en error. También desde que AU sea pequefia. (AU)?, (AU)3,
(AU)", son muy pequefias. Por lo tanto para los valores de pequefias
perturbaciones de U, la funcién puede ser exactamente aproximada por:

9fWo) .,
au

(2.84)

fWIUy + AU = f(Uo) +—7—

Ahora se podran linealizar las fuerzas aerodinamicas y los momentos
utilizando esta técnica. Para recordar, el termino sustentacién del
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conjunto de ecuaciones longitudinales se ilustra como (L = —F,). Desde
la ecuacién (84) se vio que el lift fue una funcion de U, a, &, Q, §.. Por
consiguiente la expansion de la Serie de Taylor para el lift es:

L +aLAU+1azLAU2+
o " au 20U2
oL 10%L
+—Aa +———Aa? + -

2
L = da 20a (2.85)

+aLA'+1aZLA'2+
a1 20a2"¢

+6LA +162LA 2 +
10, ¢ 2002 Y

Donde Ly, = L(Uy, ay, g, Qo)

En la teoria de pequefias perturbaciones, cada una de las variables es
expresada como como la suma de un valor inicial mas el valor de una
pequefia perturbacion. Por ejemplo.

U=Uy+udondeu=AU=U—-U, (2.86)
Y
ou_0oW-Uy) 0U 09Uy _ (287
ou ou ou oU
Por lo tanto
oL OJ0Lou 0L
_—— = — (2.88)
oU oJudU Jdu
Y

AU =u

El segundo término de la expresion en la ecuacion (85) luego se
convierte en.
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—AUJ = — (2.89)
ou auu

Similarmente
JL AQ = oL 1200)
30 Q= dq '

Y todos los otros términos que siguen. También se elige para dejar a =
Aa, @ = Aa. Quitando los términos involucrados de mas alto orden u?, ¢?,
etc. La ecuacion (85) ahora se convierte en

L_, oL oL oL oL o
— - — i — 2.91
T 5" T 9a% T 9a " T ag

Este desarrollo puede ser aplicado para todas las fuerzas aerodinamicas
y momentos. Las ecuaciones son lineales y se tienen cuenta todas las
variables que tienen un efecto significativo sobre las fuerzas
aerodindmicas y momentos de la aeronave.

Las ecuaciones que resultan de este desarrollo ahora pueden ser
sustituidas dentro de las ecuaciones de movimiento del lado izquierdo
(LHS).

2.1.5.5 Fuerzade Gravedad

La gravedad actua a través del centro de gravedad de una aeronave y
como resultado no tiene efectos sobre los momentos de la aeronave.
Esto afecta la ecuacion de fuerza como se muestra en la figura 2.22. Para
el movimiento longitudinal, solamente la variable a considerar es 6.
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Figura 2.22 Origen de los efectos de peso y empuje sobre fuerzas y momentos.

THRUST ? v

HORIZON

Z, (DISTANCE BETWEEN
THRUST LINE AND CG)

-Wsing

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 4, pagina 48.

Por ejemplo se consideran los efectos del peso sobre el eje x

Xy = —mgsin6 (2.92)

Desde que m y g sean consideradas constantes, 8 es solamente una
variable relevante. Por lo tanto, la expansion del termino de gravedad Xg,
puede ser expresado utilizando la hip6tesis de pequefias perturbaciones,
tal como

X,
Xg = Xgo +%9 (Xgo
= condicion de equilibrio de X;)

(2.93)

Para simplificar, el término Xq sera referido como la resistencia debido al
peso, (Dwt). Esto se incorpora a la suposicién de un angulo pequefio que
fue hecha en el desarrollo de los términos aerodinamicos; sin embargo,
este efecto no es tomado en cuenta.

Por lo tanto, La ecuacion (93) se convierte en

aD,,
Dy =Dy, + ag 0 (2.94)
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Igualmente, la fuerza en z puede ser expresada como la sustentacion
negativo debido al peso (Lwi), y el término expandido se convierte en

0L,
Ly = Lo, + ag 6 (2.95)

Estas componentes de las ecuaciones relacionan los efectos de la
gravedad a las ecuaciones de movimiento y pueden ser sustituidas
dentro de las ecuaciones de la mano izquierda (LHS).

2.1.5.6 Ecuaciones del lado izquierdo (LHS) expandidas
Utilizando el desarrollo previo, las ecuaciones del lado izquierdo (LHS)
se convierten en:

"ARRASTRE" [D 40 42, 00,90 ]
Tt T 9a % T 9% T ag

a (2.96)
D
_[D"Wf+ agtg]
"SUSTENTACION"
, oL oL oL oL
_[ Tt T 9a® 94" " aq ] (2.97)
aL
+[Lowt+ agte]
oM, aM, oM,
"CABECEO" [MAO + E u—+ 7 a + 7 o
(2.98)
+E)MA ]
dq

2.1.6 Ecuaciones de la mano derecha (RHS) en términos de pequeiias
perturbaciones

Para conformidad con la expansion de las series de las ecuaciones del

lado izquierdo (LHS), las ecuaciones (RHS) también deben ser

expresadas en términos de pequefas perturbaciones. Se recuerda que

cada variable es expresada como la suma de un valor en equilibrio mas

el valor de una pequeiia perturbacion (U = Uy + u, Q = Q, + g, etc). Estas
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expresiones pueden ser sustituidas directamente dentro de la totalidad
del conjunto de ecuaciones de (RHS) ecuaciones de la (23 a la 25) y de
la (59 ala 61). Como ejemplo la ecuacion de sustentacion (direccion z de
la ecuacién longitudinal) sera expandida. Empezando con la ecuacién
(25)

F, =m(W + PV — QU) (2.99)

Se sustituye el valor inicial mas el de perturbacion para cada variable

E, =m[Wy +w + (Py + p)(V + v)

(2.100)
— (Qo + Q)(Up + )]
Multiplicando cada término exterior produce
F, = m[Wo +w + PoVo +pVo + Pov +pv = QolUo —qUo = Qv

— qu]

Aplicando el limite de condicion, simplifica la ecuacion a

E, =m[w +pv — qUy — qu] = m[w +pv — q(Uy, +u)] (2102

O’
E, = m[w + pv — qu] (2.103)

Utilizando esta misma técnica, el conjunto de ecuaciones de (RHS) se
convierte en:

LONGITUDINAL

"ARRASTRE" : m[u + qw — rv] (2.104)
"SUSTENTACION" : m|w + pv — qU] (2.105)
"CABECEOQ": gL, — pr(l, — Iy) + (p> — 2, (2.106)
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Las cuales son vélidas para pequefias perturbaciones alrededor de una
condicion de equilibrio de un vuelo simétrico, recto y estable.

2.1.7 Reduccion de las ecuaciones a una forma usable.

2.1.7.1 Normalizacién de las ecuaciones

Para colocar las expresiones linealizadas dentro de una forma mas
usable, cada ecuacion es multiplicada por un "factor de normalizacion".
Este factor es diferente para cada ecuacion y es escogido para simplificar
el primer término sobre las ecuaciones de la RHS. Se desea que el primer
término de las RHS tenga, ya sea aceleraciones (i,p,q,07), 0 razén
angular (o‘c 0 ﬁ) y estos términos fueron previamente identificados en las
ecuaciones (81 y 82) como variables longitudinales o latero-
direccionales. Como ya se mostro

W ( )
a = — 2.107,
Vr
Y
in 8 d (2.108)
Sin = — 2.108,
Vr
Desde que se asume Vy = U, y V, = W, = 0, se tiene
) w
a=— (2.109)
Ug
B 1%
= — (2.110)
Uo

La tabla (1) muestra los factores de normalizacion y las ecuaciones de
movimiento posteriores.
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Ecuacion Factor de Aceleracion Unidades
normalizacion /Razbén angular
T —

1 — 2 + ﬁ 4+ ——— m
Arrastre — m m >
m . seg
=u
L
1 - - rad
Sustentacion mu, Mo —
mu - = seg
=a
M M
1 AT, rad
Cabeceo — Iy Iy
L _ g seg?

Tabla 2-3 Factores de normalizacion.

2.1.7.2 Parametros de Estabilidad

Los parametros de estabilidad son cantidades que expresan la variacion
de las fuerzas o momentos sobre la aeronave causados por una
perturbacion desde el vuelo estable. Ellos son simplemente coeficientes
parciales (dL/du, etc.) Multiplicados por su respectivo factor de
normalizacion. Ellas expresan la variacion la variacion de las fuerzas o
momentos causados por una perturbacién desde el estado estable. Los
pardmetros de estabilidad son importantes porque ellos pueden ser
usados directamente como coeficientes numéricos en un conjunto de
ecuaciones diferenciales simultdneas describiendo la dinamica de la
estructura de un avion. Para demostrar su desarrollo, Se toman en cuenta
los términos aerodindmicos de la ecuacion de sustentacion. Al multiplicar
la ecuacion (2.91) por el factor de normalizacién 1/mU,, se obtiene.

L_L0+1(')L+16L+16L.
mU, mU, manuu manaa manda
iuuaL radLaa e (2.111)
" U, 99 @]

qu

Las cantidades indicadas son definidas como parametros de estabilidad
y las ecuaciones se convierten en:
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(2.112)

L o utlyatLydtL [md]
mU, mU, wh ¥ Lol T La@ T e seg

Los parametros de estabilidad tienen varias dimensiones dependiendo
de si ellas son multiplicadas por una velocidad lineal, un 4ngulo o una
razon angular. Por ejemplo:

bl =g

L, [L] alrad] = [@]

seg seg
_[rad rad
Ld[nada]a[ ] = [ ]
seg seg

Estos parametros de estabilidad son algunas veces llamados "derivadas
dimensionales" o "parametros de derivadas de estabilidad”, pero se
reservara la palabra "derivada” para indicar la forma no dimensional la
cual puede ser obtenida mediante reordenamiento.

2.1.7.3 Simplificacion de las Ecuaciones

Por la combinacion de todos los términos derivados hasta el momento,
las ecuaciones resultantes son un poco extensas. En principio para
economizar esfuerzos, muchas simplificaciones pueden ser hechas. Para
una, todos los términos que contengan "pequefios efectos" pueden ser
ignorados. Normalmente estos términos son de menor magnitud que los
términos mas predominantes.

Estas y otras simplificaciones ayudaran a deducir un conjunto de
ecuaciones factibles y concisas.

2.1.7.4 Ecuaciones Longitudinales

2.1.7.4.1 Ecuacién de Arrastre:
La completa ecuacion de Resistencia normalizada es:
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[P 4 D+ Dy + Dy + D ]—[DOM+D 0]
m u a a q4q m 0
terminos aerodinamicos terminos (2.113)

gravitatorios
=u+qw-—rv

Suposiciones de simplificacion

1. —Dy/m — D, /m = OEstado estacionario, sumatoria cero
(empuje)

2. RPM constantes, dT /du es pequeiia (empuje)

3. rv = 0 (La hipétesis de pequefas perturbaciones permite analizar
el movimiento longitudinal independiente del latero-direccional)

4. gqw = 0 (orden de magnitud)

5. D,y D, son todas muy pequeiias, esencialmente cero.

La ecuacion resultante es:

—[Dga + Dyu+ Dgf] = u (2.114)

Reorganizando

—[tt + Dya + Dyu + DgO] = SC (2.115)

2.1.7.4.2 Ecuacion de Sustentacion:
La completa ecuacién de sustentacion es:

N Ly S ) ]+[ﬂ+L 9]
mUo u a a q4 mUO %]

terminos aerodinamicos terminos (2.116)
gravitatorios
. bv—qu
4
Ug

99



Suposiciones de simplificacion

1. —Ly/m—L,,/m = 0 Estado estacionario
RLPM constantes, dT /du es pequefia (empuje)
Lg8 = 0 (Orden de magnitud para 8 pequefa)
pv = 0 (sin movimiento latero-direccional)
Z—u =q U =U,)

0

A A

La ecuacion resultante es:

—[Laa + Ly + Lyu+ qu] =a—q (2.117)

Reorganizando

—Lga — (1 + Lg)a —Lyu+(1—Lg)g=SC (2.118)

2.1.7.4.3 Ecuacion de Momento de Cabeceo.

M
IA" + My + My + My u+ My g
y
-1 @1 (221
y y

Esta puede ser simplificada como antes (usando las suposiciones de
simplificacion). Luego

q—Mga—Mya—Myu—M,q=SC (2.120)
Ahora se tienen tres ecuaciones longitudinales con las que son faciles de

trabajar. Notese que hay cuatro variables, 6, a, uy g, pero solamente tres
ecuaciones. Para resolver este problema, 6 puede ser sustituido por q:

2.1.8 Ecuaciones de movimiento en forma de parametros de estabilidad.
Utilizando subsecciodn previa, las ecuaciones de movimiento se reducen
a lo siguiente en forma de parametros de estabilidad.
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Ecuaciones longitudinales

(0)(w)(a)
"DRAG" — Dgy0 —u—Dyu — Do (2.121)
=SC
"LIFT" (1- Lq)9 — Lyu — (I +Lag)d — Lg (2.122)
=SC
"PITCH" 2] ;CMqH - Myu — Mya — Mya (2.123)

2.2 Momentos de inercia

Cuando desarrollamos modelos matematicos para la obtencion de los
momentos de inercia de un UAS sobre sus tres ejes, no se hallan con
cierta facilidad y exactitud. Para el calculo del momento de inercia de una
aeronave por partes individuales, resulta un método impréctico,
inadecuado y equivocos, debido a que existen muchas piezas demasiado
pequefias y ligeras y distancias demasiadas cortas que se generan en
diferentes puntos de la aeronave proveyendo valores para el momento
de inercia en general inexactos. Por ese motivo, se emplean pruebas
practicas para determinarlo de una manera mas precisa. Cualquier
cambio que ocurra en la inercia del modelo debe ser por la adicion o la
sustraccién del equipamiento o de la estructura, podrian calcularse con
posterioridad.

El significado de momento de inercia es la capacidad resistiva que tiene
un cuerpo respecto a una aceleracion rotativa y puede ser calculada
tomando la masa de cada parte de la aeronave y su distancia al
cuadrado hasta el centro de gravedad de la misma. Existen dos métodos
aproximados para hallar el momento de inercia experimentalmente, en
cada método se emplea el principio del péndulo compuesto. Un método
implica colgar el modelo a un solo punto, suspendido por dos cuerdas o
alambres, cada uno situado por delante y detras del centro de gravedad,
obviamente estos tres puntos ubicados sobre el mismo eje. Otra técnica
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es hacer que el centro de gravedad del modelo sea asi mismo un punto
de pivote. La friccidn en el punto de pivote se asume como cero. Después
se empuja el modelo en la direccion apropiada y al mismo tiempo
cronometrando estas oscilaciones. El periodo oscilatorio (T) es
determinado tomando la cantidad de tiempo en segundos y dividirlo por
el total de nimeros de ciclos (un ciclo es una oscilacion completa, de un
lado para otro). Es necesario mencionar que de una gran cantidad de
namero de ciclos (al menos 20 o 30) y la longitud de cuerda de la
suspension sea amplia, hace que el cronometraje provea valores mas
exactos, que es de vital importancia.®

El método para determinar el momento de inercia a través del péndulo
compuesto consiste en determinar el periodo de oscilacién para dos
suspensiones, midiendo las diferencias entre las dos longitudes de
suspensién, y resolver las ecuaciones para las dos suspensiones
simultaneamente para una longitud de suspension. La solucion de estas
ecuaciones determina la localizacion del centro de gravedad de la
aeronave inmediatamente. El momento virtual de inercia es luego hallada
por la interseccion de longitud de suspension en la ecuacién original
apropiada.t®

La ecuacion requerida para la solucion de la longitud de suspension es
tomada para la aplicaciéon de la siguiente ecuacion:

I WLT® <W+V +M)12 I (2.124)
Ay g P A G :
Donde la aeronave es puesta a prueba en las dos longitudes de
suspensién, entonces, las ecuaciones para las dos suspensiones son:

_ WsLsT¢

w
2
Vs 4?2 (E tVpst MA) s = Ios (122

1BPAPAGEORGIOU, Evangelos C. “Development of a Dynamic Model for a UAV”.
Naval Postgraduate School Monterey Ca, 1997.

PGRACEY, William. “The Experimental Determination of the Moments of Inertia of
Airplanes by a Simplified Compound-Pendulum Method”. NACA Technical NoteN°
1629.Langley Memorial Aeronautical Laboratory Langley Field, Va.1948.
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W, L, T}
vy = A7r2

L

w
— (E +Vp + MA) 12 -1, (2.126)

Donde los subindices S y L, hacen referencia a la suspension corta y
larga, respectivamente.

Desde el principio de los momentos, la longitud del péndulo debe ser
expresada en términos de los momentos de la aeronave y de la oscilacion
total del mismo alrededor del eje de rotacion, asi:

_wl+ w'l’

= (2.127)
w

La sustitucion de la ecuacidon 2.127 en las ecuaciones 2.125y 2.126:

(wlg + w’Sl’S)ISZ w

Vs = 42 ( FVp MA) l.g IGS (2.128)
(wl, + W’Ll’L)ILZ w

vy = 4 > —(_+Vp+MA> llzl _IGL (2.129)

Desde la relacion [, = I3+ Al (donde Al es la diferencia entre las
longitudes de suspensién), la ecuacion 6 debe ser expresada como:

wl, +w' U )TE
Vs = Ar2

w
+ (5 +Vp+ MA) (Is +AD? + I, (2.130)

El momento de inercia de la aeronave alrededor de los ejes de cuerpo,
por supuesto, es el mismo para ambas longitudes de suspension, larga y
corta, haciendo I, = Iy..

La longitud de suspensién corta puede ser rencontrada, resolviendo las
ecuaciones 2.128 y 2.129 simultaneamente. La solucion de estas
ecuaciones es:

ls
Téw'sl's = TE(W AL+ w' 1)) + 4m? [(g Vot MA) (AD* +1g, — IGS] 2 1315
= w(TZ — TZ) — 8n2 Al(g +Vp + My)
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Para el valor de [; es hallado con la ecuacion 2.131, la longitud del
péndulo debe ser calculada desde la ecuacion 2.127 y el momento virtual
de inercia, determinado por la ecuacion 2.125.

Es aconsejable tener la localizacion longitudinal del centro de gravedad
antes de realizar los experimentos oscilatorios. Cuando se pone en
balanceo el modelo, la aeronave debe ser orientada de tal manera que
su centro de gravedad este directamente encima de la linea central del
soporte. Si el centro de gravedad ha sido localizado con precision, el
modelo se equilibrara.

La exactitud de la medida de longitud de suspension por el método visto
anteriormente desde la ecuacion 2.131, depende en gran medida de la
presion de los periodos de oscilacion. Anteriormente, el periodo ha sido
determinado después de cronometrar cierta cantidad de oscilaciones
completas (ciclos), y el cronometro debe ser operado manualmente.

La diferencia entre la longitud de las dos suspensiones debe por
supuesto, ser tomadas tan grandes como sea practico.

Simbolos:

e w Pesode laaeronave.

e w' Peso del soporte.

e W peso del péndulo (w + w').

e | Distancia desde el eje de oscilacion al centro de gravedad de
la aeronave (longitud de suspension).

e ' Distancia desde el eje de oscilacion al centro de gravedad del
soporte.

e [ Distancia desde el eje de oscilacion al centro de gravedad del
péndulo (longitud del péndulo).

e Al Diferencia entre las dos longitudes de suspension.

e T Periodo de oscilacion.

e V Volumen total de la aeronave.

e p Densidad del aire.

e g Aceleracion por gravedad.

e M, Masa adicional.

e [, Momento de inercia virtual de la aeronave.

e I, momento de inercia del soporte alrededor del eje de rotacion.
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Figura 2.23 Montaje para la determinacion del momento de inercia sobre el eje Y, por el método del
péndulo compuesto

Fuente: GRACEY, William. “The Experimental Determination of the Moments of Inertia
of Airplanes by a Simplified Compound-Pendulum Method”. NACA Technical Note N°
1629.Langley Memorial. Pagina 25.
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3 LA AERONAVE

3.1 Descripcion general:

El Long-EZ es una aeronave de una configuracién geométrica moderna
disefiada a principios de los afios 70’s por el ingeniero aeronautico Elbert
“‘Burt” Rutan, de un aspecto similar al VariEze, aeronave disefiada y
fabricada por Rutan Aircraft Factory, con la diferencia que el Long-EZ
presenta un mayor rendimiento en su autonomia de vuelo, de alli su
nombre.

Las caracteristicas principales del Long-Ez son: aeronave de
configuracion canard; ala en delta de 2angulos de flechamiento, un
desarrollo del sistema de winglet con un perfil de curvatura simétrica,
reduciendo los indices de arrastre y los vértices en cada punta del ala y
a su vez incorporan superficies de control vertical para el movimiento de
guifiada; un motor con hélice, situado atras de la cabina biplaza tipo
pusher.

Figura 3.1Long-Ez, Burt Rutan.

En nuestro proyecto, haremos uso de un Long-Ez a escala, conocido en
el campo del aeromodelismo como el Long-ez Velociraptor. La
fabricacion del aeromodelo se realiz6 con un 80% en balso y un 20% en
poli estireno expandido.
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Figura 3.2Long-Ez Velociraptor (Aeromodelo).

Y sus dimensiones geométricas son:

DESCRIPCION GEOMETRICA DE LA AERONAVE

Longitud £ 0,83m
Altura N 0,196 m
Superficie Alar Sy 0,214156m?
Superficie Canard S, 0,032232m?
Cuerda Media Alar Cw 0,195m
Cuerda Media Canard Ce 0,06m
Envergadura Alar by, 1,1m
Envergadura Canard b, 0,538m
Aspect Ratio Ala AR, 5,65008685
Aspect Ratio Canard AR, 8,98001986
Centro Aerodinamico Canard al CG I, 0,276 m
Centro Aerodinamico Alar al CG Xy 0,102m
Didametro Promedio del Fuselaje d_f 0,088947222m
Flechamiento Alar Ay, 42,3 grados
Flechamiento Alar a c/4 AW% 37,3 grados
Flechamiento Canard A, 11 grados
Inercia Sobre el Plano y 1y 0,306116396kg * m?

Tabla 3-1 Descripcion geométrica de la aeronave.
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El aeromodelo va a tener las siguientes condiciones de vuelo:

CONDICIONES DE VUELO

Velocidad de Vuelo U 17M/
Peso de la Aeronave w lkg
Densidad del Aire p 1,225kg/m3
Angulo de Ataque Ala 0,, Ogrados
Angulo de Ataque Canard 0. 2grados
Gravedad g 9181m/52

Tabla 3-2 Condiciones de vuelo para las aeronaves.

3.2 Aerodinamica:
Los perfiles aerodinamicos son tomados del mismo disefio del
aeromodelo Long-Ez Velociraptor.

El perfil aerodinamico del ala es el NACA 2410 para bajos numeros de
Reynolds;

Grafica 3.1 Perfil alar NACA 2410.

NACA 2410

0.2
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Y el perfil aerodinamico para el canard es el NACA 651-412, también para
bajos nimeros Reynolds:

Grafica 3.2 Perfil del Canard NACA 65;-412.

NACA 65(1)-412

0.3

0.1 -

-0.1

-0.2

0.3 1 i i

Datos tomados de las anteriores graficas:

DATOS DE LOS PERFILES AERODINAMICOS
e ————————————————————————————————

Angulo de Ataque a Sustentacién Cero del Ala ag -0,03490659rad
Pendiente de la curva C;, con respecto a a del perfil 1

alar. Lagpy 58728174/ 4
Pendiente de la curva C;, con respecto a a del perfil 1

canard. Laape 57295779514/, 4
Coeficiente de Momento alrededor del CA del Ala Cmac -0,048
Relacion Sustentacion Arrastre de Ala LD,, 11
Relacién Sustentacion Arrastre del Canard LD, 11

Tabla 3-3 Datos de los perfiles aerodindmicos.
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| CALCULOS AERODINAMICOS |

Pendiente de la curva C, con respecto a a del ala. CLaW 4'098827361/rad
Pendiente de la curva C, con respecto a a del canard. CLaC 4'521982411/rad
Coeficiente de sustentacion cero del Ala CLoW 0,14307607
Coeficiente de sustentacion de Ala Cr, 0,39022331
Coeficiente de arrastre del Ala CDW 0,14307607
Eficiencia de Oswald e 0,75966112

Tabla 3-4 Cdlculos aerodindmicos.

3.3 ESTABILIDAD ESTATICA

3.3.1 Definicion de estabilidad estatica longitudinal.

Estabilidad estatica es la reaccion de un cuerpo a una perturbacion desde
el equilibrio. Para determinar la estabilidad estatica de un cuerpo, el
cuerpo debe ser inicialmente perturbado desde su estado en equilibrio.
Si la tendencia inicial del cuerpo cuando es perturbado desde el equilibrio
es retornar a su posicion de equilibrio original el cuerpo muestra una
estabilidad estatica positiva o simplemente se considera estable. Si la
tendencia inicial del cuerpo es permanecer en la posicion de
perturbacion, se dice que el cuerpo es neutralmente estable. Sin
embargo el cuerpo al ser perturbado, si su tendencia inicial es continuar
desplazdndose desde el equilibrio el cuerpo experimenta estabilidad
estatica negativa o es inestable.

La estabilidad estética longitudinal de una aeronave es determinada de
manera similar. Si una aeronave en equilibrio es perturbada
momentaneamente por una rafaga vertical, la resultante de cambio en el
Angulo de ataque causa un cambio en el coeficiente de sustentacion de
la aeronave (la velocidad es constante para este periodo de tiempo). El
cambio en el coeficiente de sustentacion produce fuerzas aerodinamicas
y momentos adicionales en esta posicion perturbada. Si las fuerzas
aerodinamicas y momentos creados tienden a regresar la aeronave a su
posicién original de equilibrio, la aeronave posee estabilidad estatica
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positiva o es estable. En caso de que la aeronave tienda a permanecer
en la posiciébn de perturbacion, este posee estabilidad neutral. Si las
fuerzas y momentos tienden a causar que la aeronave ademas diverja
desde el equilibrio, la aeronave posee estabilidad estatica longitudinal
negativa o es inestable.®

Figura 3.3Estabilidad estdtica en relacion a la estdtica de la aeronave a una rdfaga de viento.

L M=-0
POSITIVE WEUTRAL HEGATIVE
-
F-o F e ==
'.'_‘h Ty
L

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 5, pagina 1.

3.3.2 Anadlisis de la estabilidad estatica longitudinal.

La estabilidad estatica longitudinal es solamente un caso especial para
la totalidad de las ecuaciones de movimiento de una aeronave. De las
seis ecuaciones de movimiento, la estabilidad estatica longitudinal se
refiere solamente a una, la ecuacién de pitch describiendo el movimiento
de la aeronave alrededor del eje y.

— 2 2
G, = QI, — PR(I, — L,) + (P* — R?)I,, (3.1)
El factor tedrico que pertenece a una aeronave en vuelo recto y nivelado
sin desbalanceo o fuerzas o momentos, permite al movimiento de

estabilidad estatica longitudinal ser independiente de las ecuaciones de
movimiento laterales y direccionales. Esta no es una sobre simplificacion
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ya que la mayoria de las aeronaves gasta mucho del vuelo bajo
condiciones de equilibrio. Ademas la perturbacion requerida para
determinar y medir la respuesta de la aeronave, toma lugar alrededor de
los ejes o en el plano longitudinal. Bajo estas condiciones, la ecuacion 1
se reduce a:
G, =0

Ya que la estabilidad estatica longitudinal trata con la resultante del
momento de cabeceo causado por cambios momentariamente en el
angulo de ataque y coeficientes de sustentacion, la primera derivada de
estabilidad llaga a ser C,,, .0 CmCL . El valor de cualquier derivada es una

indicacidn directa de la estabilidad estética longitudinal de la aeronave en
particular.

Para determinar una expresion para la derivada CmCL, una aeronave en

vuelo en equilibrio y estabilizada con la superficie de control del
estabilizador horizontal FIJA sera analizada. Una ecuacion de momento
sera determinada a partir de las fuerzas y momentos actuando sobre la
aeronave. Una vez esta ecuacion sea adimensionalizada, en forma de
coeficiente de momento, la derivada con respecto a €, sera tomada. Esta
ecuacion diferencial sera una expresion para CmcL y sera relacionada

directamente a la estabilidad de la aeronave. Seradn analizados
individualmente los términos que contribuyen a la estabilidad. ©

3.3.3 Ecuacidn de estabilidad para mando fijo.

Para derivar la ecuacion longitudinal de momento de cabeceo, nos
referimos a la aeronave de la figura 3.4. Escribiendo la ecuacién de
momento usando la convencion de signos para momento de cabeceo
positivo nariz hacia arriba.
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Figura 3.4 Momentos de cabeceo de la aeronave.

X
VIENTO a

RELATIVO\P

|+

HORIZONTE

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 5, pagina 5.

D+ MCg = LWXW + DWZW - Mac + Mf - LtXt + Dtht
-M

(3.2)
acg

Si una revisidbn en orden de magnitudes es hecha, algunos de los
términos pueden ser l6gicamente eliminados debido a su tamario relativo.
C; Puede ser omitido desde que:

Dy Ly

Pt =10 = 100

M,., Es cero para un perfil simétrico en la seccion del estabilizador
horizontal.

Reescribiendo la ecuacion simplificada

Ut Mgy = LyXyy + DyyZy — Mye + My — Lo X, (33)
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Es conveniente expresar la ecuacion (3) en forma de coeficientes
adimensionales, dividiendo a ambos lados de la ecuacion por q,,, S, Cw

Mcg LWXW Dwa Mac Mf
— = — + — — - =
qWSWCW quwa qWSWCW qWSWCW qWSWCW (3.4)
LeX:
quwEw

Sustituyendo los siguientes coeficientes en la ecuacion (4).

M
= #Coeficiente total de momento de cabeceo alrededor

Meg AwSwCw

del cg.

C —_ Mac ..

m... — —— —Coeficiente de momento de cabeceo del centro
ac AwSwCw

aerodinamico del ala.

M
Cn, = —f_Coeficiente de momento de cabeceo del fuselaje.
f AwSwCw

Ly - . .,

C, = - Coeficiente de la fuerza aerodinamica de sustentacion del
wew

ala.
Lt - L >

CLt = q—SCoeflmente de la fuerzaaerodinamica de sustentacion de la
tot

cola.
Dy - .

Cp = p Coeficiente de la fuerza aerodinamica de arrastre del ala.
wYw

La ecuacion (4), ahora puede ser escrita como:

Xe X¢
fqSc

X Z
Cme, = C1 ?W + Cp ?W — Cp,, + Cm (35)

Donde el subindice w es reducido. Para tener la cola indicada en términos
de un coeficiente, multiplicamos y dividimos por g;S;.
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L X; .QtSt
AQwSwlw qtSt

Sustituyendo el factor de eficiencia de la cola n; = q;/q,, y designando el
coeficiente de volumen de la cola Vy = [.S;/S ¢ en donde [; = X,, + Xla
ecuacion (5) se convierte en.

Ecuacion de balance

Xy Zy
Cmcg = CL T + CD T - Cmac + Cmf - CLtVHnt (3.6)

La ecuacion (6) se refiere como a la ecuacion de equilibrio e cabeceo. Si
las magnitudes de los términos individuales en la ecuacion anterior son
ajustadas al valor adecuado, la aeronave podra estar situada en vuelo en
equilibrio, donde Cingg = 0.

Teniendo la derivada de la ecuacién (6) con respecto a €, y asumiendo
que X,,,Z,,Vy y n, no varian con C;.

Ecuacién de estabilidad.

dCmyy X, dCpZ, dCp, — ACn,  dCy

=—+——- + — v
dCL C dCL C dCL dCL dCL HT’t (3.7)
ala fuselaje cola

La ecuacion (7) es la ecuacion de estabilidad y esta relacionada a la
derivada de estabilidad C,,, por la pendiente de la curva de sustentacion.

a. Teb6ricamente.

.o dCy,  dCypdCp,
Me " da  da dC,
dc
Cm, = Cy, d_CT (3.8)
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La ecuacion (8) es validad solamente para una aeronave rigida a un bajo
ndmero Mach cuando los efectos del empuje son pequefios; sin
embargo, esta relacion proporciona un util indice de estabilidad.

Las ecuaciones (6) y (7) determinan los dos criterios necesarios para la
estabilidad longitudinal:

1. La aeronave esta balanceada.
2. La aeronave es estable.

La primera condicion se satisface si la ecuacion de momento de cabeceo
pueda ser obligada a que Cne, = 0, paraun atil valor positivo de C; . Esta

condicion es lograda ajustando la deflexion del elevador haciendo que el
momento alrededor del centro de gravedad sea cero (M_(c.g) = 0).

La segunda condicion se satisface si la ecuacion (7) o deCg/dCL tiene

un valor negativo. A partir de la grafica3.3, un valor negativo para la
ecuacion (7) es necesario para que la aeronave sea estable. En caso de
gue una rafaga causara un incremento en el angulo de ataque (y un
correspondiente incremento en (), un valor negativo de Gy, deberia

producir que la aeronave regresase al equilibrio, o Cingg = 0. Cuan mayor

sea la pendiente o el valor negativo, el mayor momento de restauracion
es generado por un incremento en C;. La pendiente de dC,,/dC, es una
medida directa de la “estabilidad ante una rafaga” de la aeronave.
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Grafica 3.3Estabilidad estdtica.
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Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 5, pagina 10.

Grafica 3.4 Coeficiente de momento de cabeceo con respecto al dngulo de ataque.
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Fuente: NELSON, R. C. Flight Stability and Automatic Control. Pagina 42.

Como ejemplo de estabilidad estéatica longitudinal podemos ver que en la
grafica 3.4, dos aeronaves estan volando en un punto de equilibrio
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denotado por B (Cmcg=0). Supongamos que repentinamente las

aeronaves encuentran una rafaga hacia arriba tal que el angulo de ataque
se incrementa hasta el punto C. en el punto del 4ngulo de ataque
denotado por C, la aeronave 1 desarrolla un momento de cabeceo
negativo (nariz abajo), el cual tiende a rotar la aeronave de nuevo hacia
su punto de equilibrio. Sin embargo, para la misma perturbacion, la
aeronave 2 desarrolla un momento de cabeceo positivo (nariz arriba), el
cual tiende a rotar la aeronave fuera del punto de equilibrio. Si tuviéramos
gue encontrar una perturbacion la cual redujera el angulo de ataque al
punto A, Podriamos encontrar que la aeronave 1 desarrolla un momento
nariz-arriba el cual rota la aeronave de nuevo hacia el punto de equilibrio.
Por otra parte, la aeronave 2 experimenta un momento nariz-abajo el cual
rota la aeronave fuera del punto de equilibrio. A partir de este simple
analisis, podemos concluir que para tener estabilidad estatica longitudinal
la pendiente de la curva de momento de cabeceo de la aeronave debe
ser negativa a través del punto de equilibrio.?°

dC,,
—<0
da

NELSON, R. C. Flight Stability and Automatic Control, 2-nd Ed. McGraw-Hill, New
York, 1996.
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Grafica 3.5Coeficiente de momento de cabeceo con respecto al dngulo de ataque para una aeronave
estable.

Fuente: NELSON, R. C. Flight Stability and Automatic Control. Pagina 43.

Otro punto que debemos efectuar es ilustrado en la grafica 3.5. Aqui
vemos dos curvas de momento de cabeceo las cuales ambas satisfacen
la condicién para estabilidad estatica. Sin embargo solamente la curva 1
pude ser equilibrada a un angulo de ataque positivo. Por lo tanto,
adicionalmente para tener estabilidad estatica, debemos también tener
una intercepcion positiva, es decir Cn,, > 0. Aunque desarrollemos el

criterio para estabilidad estatica desde la curva C,, Vs apodriamos tener
con la misma facilidad y el mismo resultado trabajaramos con una curva
C, Vs C,, como se ha mencionado anteriormente. Es este caso, el
requerimiento para estabilidad estatica deberia ser:

dc,,
Em
ac, °

3.3.4 Contribucién de los componentes de la aeronave a la estabilidad.

Al discutir los requerimientos para estabilidad estatica, hemos considera
hasta ahora solamente la curva de momento total de cabeceo de la
aeronave. Sin embargo es de interés conocer la contribucion del ala,
fuselaje, cola y sistema de propulsion, al momento de cabeceo y
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caracteristicas de estabilidad estética de la aeronave. En al siguiente
seccion cada uno de los componentes sera considerado por separado.
Empezaremos por descomponer la aeronave dentro de sus componentes
bésicos tales como el ala, fuselaje, cola horizontal y unidad de
propulsion.®

3.3.4.1 Contribucion del ala.

La contribucion del ala en la estabilidad estatica de la aeronave puede
ser examinada con ayuda de la figura 3.5. En este esquema hemos
reemplazado el ala por su cuerda media aerodinamica (¢). La distancia
desde el borde de ataque del ala, al centro aerodinamico y al centro de
gravedad son denotados por X, yX., respectivamente. El
desplazamiento vertical del centro de gravedad es denotado por Z,. El

angulo entre la linea de la cuerda del ala con la linea de referencia del
fuselaje es denotado como i,,.

Si sumamos los momentos alrededor del centro de gravedad se obtiene
la siguiente ecuacion:

Z Momentos = M

Cdw

Mcg,, = Ly cos(ay, — iy) [Xcg — Xac
+ D, sin(ay, — iy) [Xeg — Xac]

+ Ly, sin(at, — i) [Zeg] — Dy cos(ay, — i) [Ze4]
+ Mg,

(3.9)
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Figura 3.5Contribucion del ala al momento de cabeceo.

Jhid _ G
@, “rr, Fuselage
}f.-l"'f’ h_xﬂ:_.l Fta-f&lrame-

Lina
o X, ———

Wing Mean
ard

Fuente: NELSON, R. C. Flight Stability and Automatic Control. Pagina 44.

Dividiendo por - V2pSe.

c
+ Cp,, (# - 4) sin(a,, — i)
¢ (3.10)
(Zeo) . .
+Cp, = sin(a,, —i,,)
Z
—Cp,, ( ég) cos(ay — iy) + Cp .

La ecuacion (10) puede ser simplificada asumiendo que el angulo de
ataque es pequefio. Con esta suposicion la siguiente aproximacion
puede ser hecha.

cos(a,, —i,) =1, sin(a, —1i,) =a, — iy, C, >» Cp

Si ademas asumimos que la contribucion vertical es despreciable,
entonces la ecuacion (10) se reduce a.

(3.11)
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dacr,,

Considerando que, C,, =

da
dc, X, X
w Jd ac
= — (3.11.1)
= Oy = Oy + g (=)
Si derivamos con respecto de a, nos queda:
dC dC
Megw _ Macy, + dCLW (Xcg _ Xac) (3.11.2)
da da da \ ¢ C
ACemacy, Lo
e OEl momento con respecto al centro aerodindmico es

independiente del angulo de ataque, lo cual queda.

(3.12)

X X

Ya que también queremos ser capaz de equilibrar la aeronave en un
angulo de ataque positivo, el coeficiente de momento de cabeceo a cero
angulo de ataque,C,, , debe ser mas grande que cero.

Por lo tanto de la ecuacién (11), se da:

X X
g _ ac) (3.13)

Cmcgw = CmaCW T (CLOW + CL“WaW) ( Cc ?

Donde C; = CLoW + CLawaW' Aplicando la condicion para estabilidad
estatica se obtiene.

X Xac

cg
= = A (3.14)

En donde C;,, = C;_|al.
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Para que el disefio, del ala independiente sea estaticamente estable, la
ecuacion (12) nos dice que el centro aerodinamico deberia encontrarse
atras del centro de gravedad para hacer que C,, < 0. Para muchas de
las aeronaves, la posicion del centro de gravedad esta localizado
ligeramente por detras del centro aerodinamico. Por lo tanto, la
contribucion del ala en la estabilidad estatica longitudinal es usualmente
desestabilizante para la mayoria de aeronaves.

3.3.4.2 Contribucion de la cola.

La superficie de cola horizontal puede estar situada, bien sea adelante o
por detrds del ala. Cuando la superficie se localiza por delante del ala, la
superficie es llamada canard. Ambas superficies son influenciadas por el
campo de flujo creado por el ala. La superficie canard es afectada por la
deflexiéon de flujo del aire hacia arriba (upwash) del ala, mientras la cola
posterior esta sometida la deflexion de flujo hacia abajo (downwash).®

Figura 3.6Campo de flujo creado por el ala alrededor de una aeronave.

Traling Vortex
;‘T Ee—
Upwash ﬁ [ Dowmrwash - ,
—f
| Downwash
1 Regon

I Upwash |
Upwash _ — egion i
Region B - —
_t——L—" =

Downwash
Reqon

-

Fuente: NELSON, R. C. Flight Stability and Automatic Control. Pagina 46.
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La figura 3.6es un dibujo del campo de flujo que rodea la elevacién del
ala. El campo de flujo del ala es debido, principalmente, a los vértices.
Las magnitudes del upwash o downwash son dependientes a la
localizacion de la superficie de cola con respecto al ala.

Figura 3.7 Contribucion de la cola al momento de cabeceo.

i
Z;
D, T

Fuente: NELSON, R. C. Flight Stability and Automatic Control. Pagina 46.

La contribucion que hace una superficie de la cola situada atras del ala,
en la sustentacion y momento de cabeceo de la aeronave puede ser
desarrollada con la ayuda de la figura 3.7. En este esquema, la superficie
de la cola ha sido reemplazada por su cuerda media aerodinamica.®
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Figura 3.8 Angulo de ataque de la cola.

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 5, pagina 18.

De la figura 3.8, el angulo de ataque en la cola puede ser expresado
como.

ar =ay, — i, — &+ 1i; (3.15)

Donde ¢ y i;, son el downwash y el angulo de incidencia de la cola,
respectivamente. Si asumimos angulos pequefios y despreciamos la
contribucion de resistencia de la cola, la sustentacion total del ala y cola
pueden ser expresadas como.

L=L,+L; (3.16)
0.
St
C, = CLW+n§CLt (3.17)
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Donde,

n=+—— (3.18)

La razén de la presion dindmica es llamada eficiencia del empenaje o
cola de la aeronave y puede tener valores entre los rangos de 0.8-1.2. La
magnitud de n depende de la localizacion de la superficie delempenaje.
Si la cola esta situada en la regién de turbulencia del ala o fuselaje, n
sera menor que la unidad porque g, < q,, debido al momentum perdido
en la turbulencia. Por otra parte si la cola se localiza en una region donde
q: > q., entonces n serd mayor que la unidad. Tal situacién podria existir
si la cola estuviera ubicada ya sea, en la corriente deslizante de la propela
0 en la regién de turbulencia que generan los gases de escape de un
motor a reaccion.

El momento de cabeceo debido al empenaje puede ser obtenida por la
sumatoria de momentos alrededor del centro de gravedad:

M, = —1;[L; cos(apg, — €) + D¢ sin(apg, — €)]
— Z¢g,[Dy cos(apg, — €) — Ly sin(a, — €)] (3.19)
+ My,

Usualmente solo el primer término de la anterior ecuacion se mantiene;
los otros términos son generalmente pequefios en comparacion al
primer término. Si de nuevo usamos la suposicion de pequefios angulos
y que C;, > Cp,, entonces la ecuacion (19) se reduce a,

1
Mt == _ltLt == _ltCLtEVtZSt (3.20)
Mt ltSt
Cp == —2tyc
mg %VZSC_‘ S L¢ (3.21)
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Cn, = —VunCy, (3.22)

Donde Vy = ;S /S ¢ es llamada la razon de volumen de la cola horizontal.

De la figura (9), el angulo de ataque de la cola es visto como:

ar =ay, — Iy, —E+1; (3.23)

El coeficiente C,, puede ser escrita como.

CLt = CLatC{t == CLat (C{W - lW —&+ lt) (3.24)

Donde CLat es la pendiente de la curva de sustentacion de la cola. El
angulo de donwnwash € se puede expresar como:

de

£E=¢&+ T W (3.25)

Donde gyes el downwash a cero angulo de ataque.

El downwash por detras de un ala con una distribucion eliptica de
sustentacion puede ser derivado desde la teoria de ala finita y se puede
mostrar que se relaciona al coeficiente de sustentacion del ala y la
relacion de aspecto:

2C,,,
"~ mAR,,

& (3.26)

Donde el angulo de downwash esta en radianes. La razon de cambio del
angulo de downwash con el angulo de ataque se determina teniendo la
derivada de la ecuacion (26).

de _ ZCLaW
da mAR,,

(3.27)
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Reescribiendo la contribucion de la cola al momento de cabeceo.

Cmeg, = —VunCu, (3.28)

Mcgy

. ) de
Cmcgt = VHUCLat(So +i, — i) — VHUCLata (1 — a) (3.29)

Comparando la ecuacion (29) con la expresion lineal para el momento
de cabeceo, dada como.

Cmcgt = Cp, + Cp @ (3.30)

Mejorando la expresion para la intercepcion y la pendiente.

Cmot = nVHCLat (g0 + iy — i¢) (3.31)

Cn. = —nVy(C (1 —E) (3.32)
ot *t da

El estabilizador horizontal proporciona la contribucién necesaria para la
estabilidad positiva es decir (Cm/CL <0,Cp, < 0.), para compensar la
estabilidad negativa de la combinacion ala y fuselaje y hacer que la
aeronave entera este balanceada y estable.

3.3.4.3 Contribucion del Fuselaje

La principal funcion del fuselaje es dar cabida para la tripulacion de vuelo
y carga paga tal como pasajeros o carga en general. La forma 6ptima
para el volumen interno a minina resistencia es un cuerpo en donde la
longitud es méas grande que el ancho o el alto. Para la mayoria de las
formas de fuselajes usadas en disefios de aeronaves, el ancho y el alto
son del mismo orden de magnitud y para muchos disefiadores una
seccion transversal circular es usada.

Las caracteristicas aerodinamicas de cuerpos largos y delgados fueron
estudiadas por Max Munk [2.8] a principios de 1920. Munk se intereso en
las caracteristicas en el momento de cabeceo de los cascos de las
aeronaves. En este analisis, el desprecio la viscosidad y trato al flujo
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alrededor del cuerpo como un fluido ideal. Utilizando la relacién entre el

momentum y la energia, el mostro que la razén de cambio del momento

de cabeceo con el angulo de ataque (en radianes) para la rotacion de un

cuerpo, es proporcional al volumen del cuerpo y la presion dindmica:
dM

i fn(volumen, 1/2 pVZ) (3.33)

Multhopp [9.2.9] extendié este analisis teniendo en cuenta el flujo
inducido a lo largo del fuselaje debido a las alas para un cuerpo de una
seccion transversal arbitraria.®? En resumen del método de Multhopp para
Cm, Y Cm,, debido al fuselaje se presenta a continuacion:

Cmof - 36'52510 Wr (“0W+ lf)dx (3.34)

La cual se puede aproximar como

x=lf
k, — ky |
Cmo, = 36522 Z) wy*(aow + iy )Ax (3.35)
xX=

Donde

k, — k, = Factor de correccion para la relacion de cuerpos finos
S = Area de referencia del ala.

¢ = Cuerda media aerodinamica del ala.

wy = Promedio de las secciones del ancho del fuselaje.

a,w = Angulo de ataque del ala a cero sustentaciones relativo a la linea
de referencia del fuselaje.

iy = Incidencia del fuselaje relativo a la linea de curvatura del fuselaje al
centro de cada una de las lineas de referencia del fuselaje.

Ax = Longitud de los incrementos del fuselaje.
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La figura 3.9, muestra como el fuselaje se puede dividir en segmentos
para el calculo de Cmof y también define el ancho del cuerpo wy para

varias formas de la seccién transversal del cuerpo. El factor de correccion
(k, — k,) se da por la grafica 3.6.

El &ngulo de ataque local a lo largo del fuselaje es gran medida afectado
por el campo del flujo creado por el ala, como se vio en la figura 3.6, la
porcion del fuselaje por delante del ala esta en al upwash del ala,
mientras que la porcién de atras esta en el flujo de downwash del ala.®

Figura 3.9 Calculo de paraCy, el fuselaje.

Fuselage is divided
into incremernts

rFuselage

Relarance !

Line T T 1 _l'_;'.'.:'—:
i'lc+J____-éE-f HR==2 - )

* Fuselage Camber Line

Fuselage

Fuente: NELSON, R. C. Flight Stability and Automatic Control. Pagina 50.
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Grafica 3.6Factor de correccion k, — k4
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Fuente: NELSON, R. C. Flight Stability and Automatic Control. Pagina 51.

El cambio en el momento de cabeceo con el angulo de ataque esta dado
por.

p— Jlf 292 (3.36)
map = 3652¢ ), " 9a |
La cual se puede aproximar por.
x=lf
1 de

C = Z 2_%4 (3.37)
may = 36526 wa da *

x=

El fuselaje nuevamente puede ser dividido en segmentos y el angulo de
ataque local de cada seccion, el cual se compone del angulo de ataque
de la seccion geométrica mas el angulo local inducido debido al upwash
o downwash del ala, puede ser estimado para cada segmento. El cambio
de flujo en el &ngulo local, con angulo de ataque, de,/da variando a lo
largo del fuselaje y se puede estimar desde la figura 3.16. Para las
ubicaciones al frente del ala, el campo de upwash genera grandes
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angulos de ataque local, por consiguiente de,/da > 1. Para la region
detras del ala, de,/0a se asume que varia linealmente desde cero a
(1-0./0a) de la cola. La region entre el borde de ataque y borde de
salida se asume que sea afectada por el campo de flujo del ala, de, /da =
0. La grafica 3.7 es una grafica que muestra la aplicacion de la ecuacion
(37).°

Grafica 3.7Variacion del angulo del flujo local a lo largo del fuselaje.

Fuente: NELSON, R. C. Flight Stability and Automatic Control. Pagina 51.

Figura 3.10 Calculo deCy, , para el fuselaje.
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Fuente: NELSON, R. C. Flight Stability and Automatic Control. Pagina 52.
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El momento de cabeceo total para la aeronave ahora se puede obtener
mediante la sumatoria de las contribuciones del ala, fuselaje y empenaje.

Cm., = Cmy + C @ (3.38)

cg

En donde,
CmO == CmOW + CmO + nVHCLat (80 + I’W - lt)
—— \.v_f - (3.39)
Ala Fuselaje Empenaje
¢, =c, (feo_Ka) | ¢
mg = “Lg, c c M g
———
Ala Fuselaje
(3.40)
voe, (1-%
NVu Lat< ~da
Empenaje

Grafica 3.8Contribucion de los componentes de la aeronave a la estabilidad.
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Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 5, pagina 20.
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3.3.5 El Punto Neutro (NP).
El punto neutro para mando fijo es definido como la posicién del centro
de gravedad en el cual la aeronave muestra una estabilidad neutral o

Cm, = 0.
En donde el simbolo hse usa para representar la posicion del centro de

gravedad.

X
h =9 (3.41)

a)

Para asegurarse de que la aeronave posea estabilidad estética
longitudinal, nos gustaria conocer en qué punto Cma = (0. Ajustando

Cmaque equivalga a cero y la solucion para la posicion del centro de
gravedad es.%°

X de
Cma - CLaW (?) + Cmaf - nVH CLat (1 - %) (3:42)

Obsérvese la relacion entre el cg y el ac en la figura 3.12.

Figura 3.11 Relacion entre el centro de gravedad y el centro aerodindmico.

AL
( ® ac T
— X, ——t— x*—-..e cg
-

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 5, pagina 28.

134



=h-—— (3.43)

Xo . X
c

Sustituyendo la ecuacion (3.43) dentro de la ecuacion (3.42),

Xac de
Cma = CL“W (h — ?) + Cmaf - T]VHCLat (1 — @) (3.44)
Dividiendo por CLaWse obtiene,
Cpm Xoe Cma, Cr, de
@ _—ph—-24 —nV, t(l——) (3.45)
Cr.. c G, M, da
De la ecuacioén (3.8) se sabe que,
Cm, dCp
= (3.8.1)
C,, 4G,
Ahora reemplazando (3.8.1) en (3.45) da,
dc,, X  Cma, Cr, de
— T —h-—"4 —nV, f(l__) (3.46)
dc, c G, e, " da

Si establecemos de/dCL =0, entonces h = h, y dada la ecuacion
(3.46).

_ _ac CL“t - E (3.47)

Esta es la ubicacion del centro de gravedad en donde la aeronave
muestra estabilidad estatica neutral. EI movimiento del centro de
gravedad por detras del punto neutro causa que la aeronave sea
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estaticamente inestable. La influencia de la posicion del centro de
gravedad sobre la estabilidad estatica se muestra en la gréfica 3.9.

Grafica 3.9 Influencia de la posicion del centro de gravedad sobre la estabilidad estdtica longitudinal.
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Fuente: NELSON, R. C. Flight Stability and Automatic Control. Pagina 53.

Sustituyendo la ecuacioén (3.47) de vuelta a la ecuacion (3.46), la derivada
de estabilidad para mando fijo en términos de la ubicacién del cg, se
convierte en.

dC
d_CTZ =h—h, (3.48)

La estabilidad estatica para mando fijo es equivalente a la distancia entre
la ubicacion del centro de gravedad y el punto neutro en porcentaje de
cuerda media aerodinamica. “El margen estatico” se refiere a la misma
distancia, pero en signo positivo para una aeronave estable.

Margen Estatico = h, — h (3.49)
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3.3.6 Configuracion canard:

Desde el disefio realizado por los hermanos Wright, en el cual se
desarroll6 un importante trabajo para aeronaves con configuracion
canard, pero con una intervencion casi nula en la busqueda de nuevos y
mejorados disefio de aeronave, y solo hasta principios de los afos 70’s.
Uno de estos primeros sucesos con canard en cuanto a la fabricacion en
masa de estos mismos, se inici con la aeronave de combate
SaabViggen 37 (JA-37). Otros proyectos de aeronaves canard fueron el
XB-70, el MirageMilan, el TU-144, los grandes disefios de Burt Rutan
(VariViggen, VariEze, LongEz, Defiant, Grizzly y el Solitaire), la
innovacion de aeronaves militares como el Grumman X-29 de
flechamiento invertido en el ala principal y de aeronaves comerciales
como el OMAC. En la actualidad, se contindan con extenuantes estudios
para obtener con exactitud de como afecta el canard a la estabilidad
longitudinal.

Son muchas las razones para seleccionar la configuracion canard en
nuevo disefio de aeronaves. Algunos de estos aspectos se muestran a
continuacion:

a. Tanto la superficie del ala como la del canard contribuyen a la
produccioén de sustentacion.

b. EIl centro de gravedad de la aeronave se sitla entre el centro de
presiones del ala y el canard, permitiendo que el centro de
gravedad tenga un mayor desplazamiento alrededor de su eje
longitudinal.

c. La estructura de la aeronave se puede construir de una manera
mas sencilla y mucho mas eficiente con respecto a la disposicion
de los controles de vuelo.

d. Mejor control del movimiento de cabeceo alcanzando altos
angulos de ataque debido a que el canard no se encuentra bajo la
estela turbulenta producida por el ala, teniendo caracteristicas de
perdida mas favorable haciendo que el canard entre en perdida
antes que el ala principal.

e. El canard en mando libre (Sistema de Control Reversible)
proporcionando cargas de alivio ante una rafaga de viento.®
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Figura 3.12Momento de cabeceo para una aeronave tipo canard.
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Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 5, pagina 35.

3.3.6.1 Ecuacion de balance:
Para la figura 3.12, la ecuacion de balance es la siguiente:

U Mgy = =Ly, Xy, + DyZ,, — Mg, + Mg + Ll + Dch,

(3.50)
- Macc

De la ecuacion (3.50), los valores de D.h. y M,._ son despreciables y se

igualan a 0, dejandolos términos en funcién de coeficientes, entonces
queda
_ My
Meg — —
qWSWCW
(3.51)
LClC qCSC

T qwSwlw qcSe

X, _Z

w
c Macy,
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Combinando los términos, obtenemos:

Xy Zy
Cmcg = _CL ? + CD ? - Cmacw + Cmf + CLCVHnC (3.52)

ECUACION DE BALANCE

3.3.6.2 Ecuacion de estabilidad:

Aunque el canard pueda ser una configuracion balanceada, queda por
comprobar si es estaticamente estable. Al tomar la ecuacion de balance
y derivarla con respecto a C;, obtendremos:

dCny X, dCpZ, dCp;

+ + + 2o
dac, ¢ dC, ¢ dC, = dC

Vin, (3.53)

ECUACION DE ESTABILIDAD

Afirmando que el centro de gravedad (CG) se encuentre verticalmente
cerca a la cuerda del ala. Las ecuaciones de estabilidad y de balance se
reducen respectivamente a:

X
Cmcg = _CL ?W - Cmac + Cmf + CLCVan (3.54)
ala fu;;l;je canard
de X de dcC
cg w f L
== V (3.55)
dcC, ¢ + dc, + dc, HMt

La ecuacion de estabilidad indica que la fuerza normal (o de
sustentacion) del ala, ahora tiene una influencia de estabilizacion
negativa, y el canard es un factor de desestabilizacion con signo positivo.
El nombre que se le asigna al canard como estabilizador horizontal es
incorrecto, puesto que realmente es un desestabilizador. El grado de
inestabilidad presentado por el canard debe ser superado por la
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combinacion de ala fuselaje, para que la aeronave presente una

m

estabilidad estatica positiva (ZCT (expresion con signo negativo). Lo
L

anterior es mostrado graficamente en la siguiente grafica:

Grafica 3.10Efectos del canard sobre el coeficiente de momento con respecto al coeficiente de
sustentacion.

+
o \ Co
TAILTO REAR

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 5, pagina 41.

3.3.6.3 Contribucion de los componentes del canard.
Tomando por separado los componentes de la aeronave que contribuyen
a la estabilidad se obtiene la derivadad de estabilidad estatica C,, ,.°

3.3.6.3.1 Contribucion del ala.
De la ecuacion de estabilidad

dcC
_Meg — _X_W (3.56)

dc, ¢
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De la ecuaicon (3.8), se sabe que.

dc C,,

mcg

c, ¢,

a

w

Como se desea dejar los terminos en fucion de G, sustituimos la
ecuacion (8) en la ecuacion de estabilidad del ala.

Cm, Xy
= - (3.57)
CLaW C
Despejando C,, , se obtiene,
Xy
= — - 3.58

Esta es la derivada de estabilidad estatica longitudinal, coefoiciente de
momento de cabeceo con respecto al angulo de ataque, para el ala

Para equlibrar la aeronave necesitamos trabajar con la ecuacion de
balence para determinar C, .
w

(3.59)

Se sabe que €}, = CLoW + CLaW a,, - por lo tano sustituyendo en (3.59),

queda.

w
Cmcg == (CLOW + CLaw aw) ? o Cmac (.60)

Aplicando la condicion para estabilidad estatica se obtiene.

w
- — - 3.61
Croy = ~Cioy, == Cmge (3.61)

En donde:
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CLO = CLalaol (3.62)

3.3.6.3.2 Contribucién del Canard.

De manera similar que un estabilizador horizontal montado en el
empenaje experimenta un campo de corriente descendente a
consecuencia del ala (downwash), el canard generara una corriente
ascendente por delante del ala (upwash). El campo de upwash tiene un
efecto desestabilizante sobre la estabilidad longitudinal haciendo que la
ecuacion de estabilidad sea mas positiva.®?

La contribucion del canard desde la ecuacion 6 puede ser analizada para
los efectos de upwash, €.

ac,, 4@ da,
dc, HNc = dc, HNe = Crg VHNc dc,

(3.63)

El angulo de ataque del canard,a., puede ser expresado en términos de
incidencia y upwash, como lo describe la siguiente figura:

Figura 3.13Angulos de ataque para una aeronave tipo canard.

T

s

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 5, pagina 42.

ar—ly—e=ay — 1y (3.64)
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Por consiguiente;

ar=a,, — 1, +ti;+e (3.65)

La contribucién del canard ahora es;

=C_V (3.66)
Lo, Hc dc,

—C v 1 N de da,,
= LD{C Hr]C CL‘ZW daw dCL

v 1 4 de 1
= CLg, Hlc CLaW da, a, (3.67)

Por consiguiente;

dc,,

—Vyne = ﬁVHnt (1 + ﬁ) (3.68)
dcCy,

C Lay, da,,

Es importante aclarar que la interaccion entre el canard y el ala es un
aspecto critico en el momento de crear nuevos disefios. El ala
comprendera un campo de corriente descendente (downwash) desde el
canard sobre una porcibn del borde de ataque. La adecuacion
aerodinamica y la cuidadosa seleccion de un perfil aerodinamico es
requerido para que la aeronave cumpla con los objetivos de disefio en
todas las deflexiones del canard y los ajustes de flap en el ala, los canard
por su configuracion permiten ser aun mas sensibles a los efectos de
upwash y de downwash.®°

Ahora para determinar C,, de la superficie canard
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dC

— V (3.69)
dc, _ dc, H™M
decg CLac % (1 + - )
= —_ (3.70)
ac, ¢, AT e
aw
De la ecuaicon (3.8), se sabe que.
decg Cm,
ac, G,
Luego
Cm ac
= v <1 + —)
¢, ¢ """,
Por lo tanto.
de
Cmac = CLaCVHnt (1 + m) (3.71)
Para el célculo de Cmocde la ecuacion (3.31)
CmOC = T]VHCLLZC (80 - I'W + lt) (3.72)

3.3.6.4 Calculo de la estabilidad estdtica para una aeronave tipo canard:

Antes de continuar con los respectivos calculos que comprobaran si
nuestra aeronave tipo canard (Long-Ez), es estaticamente estable, se
determinara con antelacion algunos parametros que tiene cierta
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inherencia con las ecuaciones de estabilidad estatica, teniendo en cuenta
las condiciones de vuelos descritas con anterioridad.

o Coeficiente de Volumen del Canard:
_ XeSe
T S
Vy = 0,339576982

o Angulo de Upwash:

2C
€ = Low (3.26)
mAR,,

e = 0,016019979
o Razén de cambio del angulo de upwash con respecto al &ngulo

de ataque:
de 2C,
— = (3.27)
da mwAR,
de
— = 0,458938586
da
Ya obtenidos estos datos, a continuacion se procedera a hallar la
estabilidad estética para el Long-Ez:
e Contribucion del ala:
Xy
Cma = _CLaW ? (3.73)
- _ 1
Cmaw = —3,313041801 /rad
w
Cmow = _CLOW ? — Cmac (3.74)

Cm,,, = —0,067646975

e Contribucion del canard:
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de
Cn =Cp Vyn, (1 + —) (3.75)
%c *c da,,

Cm,, = 2,285095181 1/

Cmoc = nVHCLaC (g0 — iw + it) (3.76)
CmOC = 0,079764869

e Contribucion del fuselaje:

x=lf
_ 1 6eud (3.77)
s = 36520 2" G '

x=0

_ 1
C,, = 0,001699768 1/,

le

Cnoy = 35 SSCW 2 wf (@, + ip)Ax )

Cmof = 2,25639 % 107°

Entonces, el coeficiente de momento total de la aeronave con respecto
al angulo de ataque es;

Cma = CmaW+CmaC+Cmaf
Cm, = —1,026246853 1/,
Y el coeficiente de momento cero total de la aeronave es:

Cy = Cing,, + Cimo, + Cmy,

Cm, = 0,01214045
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Para graficar los datos anteriores, realizamos la analogia con la ecuacion
de la recta:

y =xm+ b;
Donde

e y Es la variable dependiente en unidades adimensionales.

e x Es la variable independiente unidades de grados.

e m Es la pendiente de la recta, para este caso es Cma.

e b Eslainterseccion en el eje de las ordenadas, para este caso es
Ciny-

Grafica 3.11Estabilidad estdtica total de la aeronave tipo canard con la contribucion de cada uno sus
componentes.

Cm Vs Alpha (a)

Ala+Canard+Fuselaje Canard =—Ala Fuselaje
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(]
(&)
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Fuente: Autoridad propia.

De la grafica anterior se obtiene la estabilidad estatica total de la
aeronave con la con la contribucion de cada uno de sus
componentes (Ala, Canard y Fuselaje).
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3.4 Derivadas de Estabilidad

Todas las ecuaciones paramétricas (2.121, 2.122, 2.123) dan la
informacion necesaria para describir el movimiento de cualquier
aeronave particular. Hay solamente un problema. Cuando se utiliza un
modelo de tanel de viento para verificacion, un factor de escala debe ser
usado para encontrar los valores para la aeronave. Por consiguiente se
dificulta, comparar la aeronave utilizando parametros de estabilidad. En
orden para eliminar este requerimiento un conjunto de ecuaciones no-
dimensionales pueden ser derivadas.® Por ejemplo:

Dada la ecuacion paramétrica para momento de pitch (2.123)

6 —M,0 — Myu— Myd — Mya = SC (3.78)

Se permite derivar una ecuacion en la cual todos los términos son no-
dimensionales.

Los pasos en este proceso son:

1. Tomar cada parametro de estabilidad y sustituirlos la relacion de
coeficientes y tomar la derivada en la condicién inicial, con otras
variables (u, @, &, §,) se mantienen constantes. De la aerodinamica
subsonica:

Observando el cambio en este momento de cabeceo debido a un cambio
en la razon de cabeceo (como ejemplo) en la condicién inicial.

1
1M 10 (CmngZSC)

=7 = — (3.79)

I, dq I, dq

0
Cm es la Unica variable que es dependiente de q, por lo tanto,

pU?ScacC,,

= (3.80)
21, 0dq
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2. Termino parcial adimencionalizado,

2C,, . _ _ adimensional
—— tiene dimension = = seg
dq rad/seg

Para adimencionalizar el término parcial, Ciertos factores de
compensacion son habitualmente utilizados (tabla 2). En este caso el
factor de compensacion es

c [ft]
2U, [ft/seg]

Multiplicando y dividiendo la ecuacion (157) por el factor de
compensacion se obtiene,

= seg

M, = TR — Este termino es adimencional  (3.81)
Y 20,
Comprobando,
dCy, adimensional , ,
= = adimensional
9 ( cq ) ft/seg
2U, ft/seg

Esta es llamada una derivada de estabilidad y es escrita,

Cmq = ;a(c—c_rg) (3.82)

20U,

La forma basica no-dimensional Cm, €8 importante por la correlacion

entre la geometria similar de la estructura de la aeronave o la misma
estructura en diferentes condiciones de vuelo es facilmente logrado con
las derivadas de estabilidad (estas no pueden ser facilmente hechas con
los parametros de estabilidad). Adicionalmente, los datos de las
derivadas de estabilidad aerodindmicas desde, pruebas de tunel de
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viento, pruebas de vuelo y andlisis tedricos son usualmente presentados
en forma no dimensional.®

Las derivadas de estabilidad generalmente caen dentro de dos clases:
estatica y dinamica. Las derivadas estéticas surgen desde, la posicion de
la estructura con respecto al viento relativo (i.e. C,_, C,, ). Mientras que
las derivadas dinamicas surgen a partir del movimiento (velocidades) de
la estructura (i.e. C;, Cpp,,)-

3. El termino completo con la derivada de estabilidad es:

pUy2Sc cq c
A YT m
q 2L, 2U, — (3.83)
| - derivada de
constantes variable o ohiidaa
adimencional adimencional

4. Se puede hacer lo mismo para cada uno de los términos en las
ecuaciones paramétricas. Por ejemplo,

_1oM 10 (Cm%pUZSC)

—_— — (3.84)
Yo Lou I, ou
0
Desde que ambas Cm y U sean funcion de u, entonces
pScd(C,,U?)
u= (3.85)
2,  Ou 0
pSc[. ,0Cy
M, = 21, [UO 7 + ZCmOUO] (3.86)
2 2
. pUy°SC 10C,, N Cmo] 257
21, ou Uy
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Pero C,,, = 0desde que la condicion inicial sea estado estacionario. El
factor de compensacion para este caso es 1/U,.

pUy%Sc 1 0C,,
= e u (3.88)
2L, Upy (&)

U

M, u

5. Una vez todos los términos hayan sido derivados, ellos son
sustituidos dentro de la ecuacion original y multiplicados por,

21,

pUy*Sc

Lo cual da,
My P, R
pU,2Sc 2U, ™a Uy my, U 2U, me® T bm @ (3.89)
=5C

Los factores de compensacion para todas las variables son listados en la
tabla 2.

Variable Factor de Variable No
Compensacion Dimensional
T —
¢ cq ch
q (rad/seg) Zug =
0 0
. c ca
a (rad/seg) E %
1 u
u (m/seg) " -
a (rad) No aplica a

Tabla 3-5 Factores de compensacion.
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Forma de las derivadas de estabilidad de las ecuaciones de movimiento.

Las ecuaciones de movimiento simplificadas en forma de derivadas de
estabilidad son mostradas en la tabla 3. La derivacion de estas
ecuaciones han sido presentadas para dar un entendimiento de su origen
y que ellas representan. No es necesario tener que derivar todas y cada
una de las ecuaciones. Sin embargo es importante entender muchos
factores acerca de las ecuaciones no-dimensionales.

Derivadas longitudinales.

Coy Cog Cogr C,
CLu' CLa' CLar CLq

Crtys g Crgo Com,g

u a

Las derivadas de estabilidad pueden ser divididas dentro de derivadas
de "estabilidad", las cuales describen la tendencia natural a retornar al
equilibrio cuando se perturba, derivadas de fuerza, derivadas de control,
derivadas de amortiguamiento y derivadas de flujo inestable.

Derivadas longitudinales de estabilidad
Cmyr Cmy,

Derivadas longitudinales de fuerza

CDu’ CDa’ CLu’ CLa
Derivadas longitudinales de control

Cps,r Crs, Cms,
Derivadas longitudinales de amortiguamiento
CDq’ CLq’ Cmq

Derivadas longitudinales de flujo inestable

CDa' CLa' Cma
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"DRAG" — Cp,0
"LIFT" 2m ‘¢ o
pU,%>  2U, Lq
21y . C )
"PITCH" 6 ———C., 0

pUy°Sc 2U, ™
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ECUACIONES LONGITUDINALES

(0)(w) ()
m 1(c +2Cp) C 0
pUOZS UO Du D Da
- (C,, —2¢,) Mo f )a—c =0
U, LU oU.% " 20U, Ly | & — L, @ =
1 c _
- U—Cmuu - Z_U()Cmda - Cmaa =0



3.4.1 Derivacion de la Ecuaciones de movimiento para las derivadas de estabilidad
longitudinales.

Expresiones paraCyxy Cy.

Por conveniencia, quisiéramos que las derivadas de Cy y C, estuvieran en términos
de sustentacién y arrastre. La relevancia de las fuerzas se muestra en la figura 3.26,
Como indica la linea de empuje no se encuentra necesariamente sobre el eje x. sin
embargo, el angulo entre ellos es generalmente pequefio y lo asumiriamos como
cero. Con esta consideracion y para a,,?! obtenemos.

Cx = CT - CD (3.90)

C,=—-(C) (3.91)

Donde C; = T/qS, Coeficiente de empuje.

Figura 3.14Fuerzas en vuelo simétrico.

L

Fuente: ETKIN, Bernard; REID, Lloyd Duff. Dynamics of flight: stability and control. Pagina 130.

ZIETKIN, Bernard; REID, Lloyd Duff. Dynamics of flight: stability and control. New York: Wiley, 1996.
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3.4.1.1 Derivadas con respecto al dngulo de ataque ().

Las derivadas con respecto al angulo ataque describen el cambio que toma lugar
en las fuerzas y momentos cuando el angulo de ataque de la aeronave se
incrementa. Normalmente hay un incremento en la sustentacion y en la resistencia
y un momento de cabeceo negativo.

e Derivada de C,,.

Por definicion, C,, = (dC,/da),, donde el subindice cero indica que la derivada es
evaluada cuando las cantidades de perturbacién son cero. Por lo tanto,

dCy _ Cr ﬁ _ dﬁ (3.92)

+a
L™ da  da

o da

Podemos asumir que el coeficiente de empuje es independiente dea, asi que
(dCr/da) = 0.
dcC, dcy
— = (== 3.93
de (da )0 CLO ( da )0 ( )

Con a, = 0 en ejes de estabilidad. Cuando la resistencia esta dada por una polar
parabolica en la forma Cp = Cp, + C,*/mARe, luego.

2C1, 3.94
Cre = Cuo — mARe e (324
e Derivada C,,.
Por definicion, C, = (C,/da),, de la ecuacion () obtenemos.
dc, dCp
e GRS ) e
Por lo tanto
C,, = —(CLa + CDO) (3.96)

Cp, Sera frecuentemente despreciable comparado con C; .
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En donde C,,, se define como la pendiente de la curva de sustentacion con respecto

al angulo de ataque del total de la aeronave, es decir que sus componentes son la
contribucion del ala, fuselaje y del empenaje y esta dada por.

de
Cr, = CLawB + CLathH (1 - %) (3.96.1)
N——
ala,fuselaje empenaje

El subindice wB indica la relacion entre la envergadura del ala y el diametro del
fuselaje, es decir la contribucion de los esos dos componentes una buena
aproximacion para dicha relacion se puede dar como.

Cro,p = kwsCl,, (3.96.2)
Donde
d\? d
kg =1-0.25 (E) + 0,025 (3) (3.96.3)

e Derivada G, .

Esta es la derivada de estabilidad estatica, la cual fue desarrollada con mayor
importancia en el apartado de estabilidad estatica longitudinal para determinar su
origen y su efecto en la estabilidad de una aeronave.

3.4.1.2 Derivadas con respecto a la velocidad(u).

La resistencia, la sustentacion y el momento de cabeceo varian con cambios en la
velocidad del avion, las fuerzas aerodinamicas y fuerzas propulsivas actuando
sobre la aeronave a lo largo del eje de cuerpo X son la fuerza de resistencia
aerodinamica y el empuije.®1°

e Derivada Cy,

El cambio en la fuerza en X debido al cambio en la velocidad se puede expresar
como.

X oD 0T

N T (3.97)
ou Ju Ju
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La derivada dX/du es llamada la derivada de la velocidad de amortiguamiento. La
ecuacion anterior se puede reescribir como

X pS( ,9Cp oT
ou 2 to

W‘FZUOCDO) +£ (3.98)

Donde el subindice 0 indica la condicién de referencia. Expresando dX/ou en forma
de coeficientes da.

Cx, = —[Cp, + 2Cp, | + Cr, (3.99)
Donde.
c. = _9b _acr
Du ™ au/ue) ~Tu T a(u/ue)

Son los cambios en los coeficientes de resistencia y empuje por la velocidad hacia
adelante. Estos coeficientes se han hecho adimensionales derivando con respecto
a u/u,. El coeficiente Cp se puede estimar desde un grafico del coeficiente de

resistencia en contra al nimero Mach.1°

C _MaCD (3.100)
Du =" oM '

Donde M es el numero Mach de interés. El termino para el empuje Cr, es cero para
vuelos sin motor y también es una buena aproximacién para aeronaves potenciadas
por motores a reaccion.

e Derivada C,,

El cambio de la fuerza en Z con respecto a la velocidad hacia adelante se puede
mostrar como

0z 1
=3 pSuo[Cy, +2Cy, | (3.101)
O en forma de coeficiente.
Cz, = —[Cp, +2Cy,] (3.102)

157



El coeficiente C;, surge desde el cambio en el coeficiente de sustentacion con
respecto al nimero Mach. €, Se puede estimar desde la formula de Prandtl-Glauent

la cual corrige la incompresibilidad del coeficiente de sustentacidén para efectos del
namero Mach.

Crly=
C, = M (3.103)

1-M°

Derivando el coeficiente de sustentacion con respecto al nimero Mach se obtiene.

ac, M

L _ C (3.104)
oM~ 1-m2t

Pero

C, =M— (3.105)

Donde (a) es la velocidad del sonido.

Por lo tanto C;,, se puede expresar como.

MZ

CL,=——
e ™1 — m2

Cy, (3.106)

Este coeficiente puede ser despreciado a vuelos a bajas velocidades.
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e Derivada Cp,,.

El cambio de el momento de cabeceo debido a las variaciones en la velocidad hacia
adelante se puede expresar como

oM
AM = —Au
ou
@]
oM _
— = Cpn, PSCUq (3.107)

El coeficiente C,,, se puede expresar como

ac,,
Cmu = WM (3.108)

El coeficiente C,,, depende del nUmero Mach pero también es afectado por las
propiedades elasticas de la estructura de la aeronave.

3.4.1.3 Derivadas con respecto a la razon de cabeceo (q).

Estas derivadas representan los efectos aerodinamicos que acompafian la rotacion
de la aeronave alrededor del eje en direccion de la envergadura a través del centro
de gravedad mientras a, se reduce a cero. En la figura 3.15b muestra el caso
general en la que una trayectoria de vuelo es arbitraria. Esta derivaria estar en
contraste con la situacién ilustrada en la figura 3.15a donde g = 0 mientras que
a,.estd cambiando.%0
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Figura 3.15a) Movimiento con q = 0, pero variando a; b) Movimiento con a = 0, pero variando q.

v

s

fa)

~—

&)

Fuente: ETKIN, Bernard; REID, Lloyd Duff. Dynamics of flight: stability and control. Pagina 135.

Los coeficientes de estabilidad Cz, Y Cm, representan el cambio de la fuerzaen Zy

momento de cabeceo con respecto a la velocidad de cabeceo (q).Las caracteristicas
aerodindmicas de ambos, ala y el empenaje son afectados por el movimiento de
cabeceo de la aeronave.

La referencia (métodos) muestra que las derivadasCLq Yy Cmg pueden ser

considerada como la sumatoria de las contribuciones del ala y empenaje, el efecto
del fuselaje es demasiado pequefio para ser tomado en cuenta.

Por lo tanto.

CL = CL w + Cth (3.109)

q

Cny = Cmg, +C

q " Mg, (3.110)

Los subindices w-h indican que son los términos que corresponden al ala y
empenaje respectivamente.
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e Contribucion del Ala.

Derivada Czq, -

Para la contribucién del ala, las referencias (5,6 de métodos) muestran que.??

( AR + 2cosA; )y ) (1 2X,,
= *

C = — —) C 3.111
taw “\AR*B + 2cosh,,s) 2T F )" Claw (3.111)

Por consiguiente.

(3.112)

Derivada Cp,, .

De igual manera, para la contribucion del ala, las referencias (5,6 de métodos)
muestran que.

AR® tan Ag/4? 3

AR [2 (XTW)2+§(XTW)] 1 AR tanA,,?

1 AR*B+cosAc/y B
Cn. =—kC, cosA + = 4o« |~ 3.113
Maw Law /1" AR + 2 cos A4 24AR+6cosN;y 8| |ARtanAg? o ( )
AR+6COSAc/y

2ZROSKAM, JAN.:Methods for estimating stability and control derivatives of conventional subsonic
airplanes. Lawrence, Kansas, EE.UU: University of Kansas. 1971.
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Figura 3.16Contribucion del empenaje a la razon de cabeceo.

AL,

Fuente: NELSON, R. C. Flight Stability and Automatic Control. Pagina 104.
e Contribucion del Empenaje.
Derivada C,
dn

Como se muestra en la figura (3.7), la razén de cabeceo (q) causa un cambio en el
angulo de ataque en el empenaje, el cual resulta en un cambio en la fuerza de
sustentacion actuando sobre el empenaje:

ALt = CLatAatQtSt

qle
AZ = —ALt = _CLat u_QtSt
0

C. = Z
27 QS
qle St
AC, = — —n—=
z Lat U n S
ac, _ 2uy 0C,

C20 = 50qc/2u) ~ ¢ 0q

c, = —ZCLathH (3.114)

ah

Derivada Cmg, -
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El momento de cabeceo debido al cambio en la sustentacion de la cola se puede
calcular como sigue:

AM., = =1 AL;
ql;
AC = -V, —
mcg HN Lo U
_ aC, _ 2uy 0C,,
Ma T 9(qc/2uy) € 0q
C =—-2C v l_t =C l_t (3.115)
mg, Loz = L2477

Las ecuaciones (3.114) y (3.115) representan la contribucién del empenaje a Czqhy

Cmqh respectivamente.

De la ecuacién (3.91) se puede decir que.

CZ == _CLq

q

Por consiguiente de las ecuaciones (3.111) y (3.112) se puede definir que Cz,, €sta
dado por.

CZqW = — [CLqW] (3.116)
En resumen las derivada Cz, Y Cm, S€ define por.
CZq = CZ(IW + Cth (3.117)

o (3.118)

q w Mqy

Respectivamente.
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3.4.1.4 Derivadas con respecto a la razén de cambio del dngulo de ataque ().

Los coeficientes de estabilidad C;, y G, le deben su existencia al desfase del
downwash del ala obtenido del empenaje. Como el &ngulo de ataque del ala cambia,
la circulacién alrededor del ala sera alterada. EI cambio en la circulaciéon altera el

downwash en el ala; sin embargo, este toma un tiempo finito cuando ocurre la
aceleracion.®

e Derivada C,,

El desfase en el &ngulo de ataque en el empenaje se puede expresar como:

Aa, = ﬁAt
dt
Doénde.
At = 1 /u,
O

_dely dedal;
= dtu,  dt de ug

Aq. — de I;
at_daauo

ALt = CLatAatQtSt

AC, = 22— ¢, pagit
z QWS_ Lat atnS
de Il S;
ACZ = —CLatECZu—T]K
0
aC,  2uy0C,

2 = 3tac/zuy) ~ F 9a

de
CZ = _ZVHT’CLOLtg (3.119)

a
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e Derivada Gy, .

El momento de cabeceo debido al desfase en el campo de downwash para el
empenaje se puede calcular como sigue:

AMCQ ES _ltALt ES _ltCLatAatQtSt

de I;

ACng = _VHTICLat % a uo
dCy, 2uy 0C,,
Cn. = = = — -
@ d(ac/2uy) ¢ Jda
B le de L (3.120)
Cing, = _ZVHUCLat Fda Cz, z :

Los coeficientes de estabilidad Czqr Cmy Cz, ¥ Cim,, todas se oponen al movimiento

del vehiculo, por lo tanto pueden ser consideradas como términos de
amortiguamiento.

En la tabla (3-6) se presenta un resumen de los coeficientes de estabilidad
longitudinal mas importantes.
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Derivadas en X Derivadas en Z Derivadas de Momentos
[ —
u CX“ = —2 % CD CZu = _ZCLO 0
Xeg  Xac de
@ | = (Glrke) | C= =t ) | O = Gy (F-F) * ony — Mt (1)
@ 0 mARe i — -
a Fuselaje Empenaje
de I; de
@ 0 Cze = —20Crp Vi o Cmg = =20Crp Vi =
q 0 Czq = Lz, + Czqh Cng = Cmg,, + Cmqh

Tabla 3-6 Coeficientes de derivadas de estabilidad.
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3.4.2 Calculos de las derivadas de estabilidad longitudinal

Para realizar el célculo de las derivadas de estabilidad se debe
determinar primero bajo qué condiciones las vamos a calcular, dichas
condiciones se dividen en Caracteristicas de la aeronave y condiciones
de vuelo, las cuales ya fueron descritas en la seccion (tal) y se pueden
encontrar en las tablas ().

3.4.2.1 Cdlculos de las derivadas con respecto al dngulo de ataque (a).
Como se ha mencionado anteriormente las derivadas con respecto a
alpha son Cy_,C,_ Y Cp, . En donde C,,_ ya se calculé para determinar la

estabilidad estatica longitudinal.
Calculo de Cy,

2C
_ iCL
0 mwARe "¢

Cx, = 0,008416405
Calculo de C,,,.

Cza = _(CLa + CDO)

C,, = —6,40976118

3.4.2.2 Calculo de las derivadas con respecto a la velocidad hacia adelante

(v).
Las derivadas con respecto a la velocidad son C, ,Cz, Y Gy,

Calculo de Cy,,.

Cy, = —[Cp, +2Cp,]

, ac
En dénde.Cp, = a—MD

Para condiciones de vuelo con una velocidad de Mach menor a 0,6
(M<0,6),

CDu == O

Por lo tanto,
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Cxu = _[ZCDO]
Cy, = —0,04850563

Calculo de Cz, .

CZu = _[ZCLO]
Cz, = —0,286152131
Calculo de Cy,,,.

_9Cp,

Cmy, = oM

En rangos subsonicos, el cambio en C,, con respecto al nUmero Mach
son frecuentemente despreciables.

Por consiguiente,

Crp. =0

u

3.4.2.3 Calculo de las derivadas de estabilidad con respecto a la razon de
cabeceo (q).

Las derivadas con respecto a (q) son, CryrCzy Y Gy €N donde Cy,en
margen subsoénico es usualmente despreciable.

Calculo Czy-

+C

zq T “Zgy Zqc

En donde,

AR + 2 cosA;yy 12X,
Cpp = — *<—+__)*CL
aw AR * B +2cosA;/, 2 c aw

C,, = _ZCLathH

dc
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¢, =—11,81700794
q

Calculo de Cing-

Cmq = Cmqw + Cch

En donde,

AR [Z(X?W)Z+§(X?W)]+ L AR tanAg® 1

C R
m AR + 2cosA, 24AR +6cosA;y 8

. _kCLaW CosAg/y

AR3tanA/,? 3

AR*B+COS Ay B
* AR3tan Ag 42 13

AR+6C0SA¢/y

D
3
Il

—10,82150435

3.4.2.4 Calculo de las derivadas con respecto a la razén de cambio del
dngulo de ataque (@).

Las derivadas respecto a (a) son Cy,,Cz, Y Cm,, aqui nuevamente

encontramos que la derivadac,,, por las condiciones de vuelo a baja

velocidad, se puede despreciar.

Calculo de €z,

£

C,. = =2VynC, —
Zg HNCLg, da

C,. = —1,437645644

a

Calculo de G, -
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l
Cm. = Cz.

t
a @

C. = —3,203044699

&

Derivadas De Estabilidad
Cx, -0,04850563
Cx, 0,008416405
CZu -0,286152131
Cz, -6,40976118
CZa -1,437645644
Czq -11,81700794
Cm,, -1,026246853
Cin, -3,203044699
Cmq -10,82150435

Tabla 3-7 Cdlculos de los coeficientes de las derivadas de estabilidad.

3.5 ESTABILIDAD DINAMICA

La dinAmica se interesa con la evolucion en el tiempo del movimiento de
un sistema fisico. Una aeronave es como tal un sistema y el
comportamiento de su estabilidad dinamica puede ser predicho a través
del andlisis mateméatico de las ecuaciones de movimiento de la aeronave
y verificado a través de pruebas de vuelo.

En los viejos buenos tiempos cuando una aeronave era simple, todas
exhibian cinco caracteristicas de modos de movimiento dinamico, dos
modos longitudinales y tres latero-direccionales. Los dos modos
longitudinales son periodo corto y fugoide; los tres modos latero-
direccionales son Dutch roll, espiral y roll.

Como los sistemas de control de las aeronaves incrementan en
complejidad, es concebible que uno o mas de estos modos puedan no
existir como un modo longitudinal o latero-direccional dominante.
Frecuentemente los efectos de mas alto orden en los complejos sistemas
de control desapareceran rapidamente y dejando los cinco modos
basicos de movimiento. Cuando no es este caso, el desarrollo de
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procedimientos especiales debe ser requeridos para describir
significativamente el movimiento dinAmico de una aeronave.®

3.5.1 Estabilidad Estatica Vs Estabilidad Dinamica.

La estabilidad estatica de un sistema fisico se interesa con la reaccion
inicial de un sistema cuando es desplazado de una condicién de
equilibrio. El sistema podria exhibir cualquiera de estos:

Estabilidad Estatica Positiva — Tendencia a regresar a la condicion inicial
Estaticamente inestable — Tendencia a divergir de la condicion inicial

Estabilidad Estatica neutral — Permanece en posicion desplazada

El andlisis fisico de la estabilidad dinamica de un sistema se interesa con
el resultado del movimiento con respecto a la evolucién en el tiempo del
sistema cuando es desplazado de una condicion de equilibrio.

3.5.2 Movimientos DinAmicamente Estables.

Un particular modo del movimiento de una aeronave es definido para que
sea "dinamicamente estable" si los pardmetros de interés tienden hacia
valores finitos a medida que el tiempo se incremente sin un limite.
Algunos ejemplos de dinamicamente estable y algunos términos usados
para describirlos son mostrados en las gréaficas 3.12'y 3.13.6
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Grafica 3.12Decrecimiento exponencial.

Y

TIME, t

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Quialities Textbook. Capitulo 8, pagina 2.

Grafica 3.130scilacion sinusoidal convergente o amortiguada.

TIME, t

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 8, pagina 3.

3.5.3 Movimientos Dinamicamente Inestables.
El modo de movimiento es definido para que sea "dinamicamente
inestable” si el parametro de interés aumenta sin limite a medida que el

172



tiempo también se incrementa sin un limite. Algunos ejemplos de
dindmicamente inestable son mostrados en las gréficas 3.14 y 3.15.

Grafica 3.14Incremento exponencial.

L |

TIME, t

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Quialities Textbook. Capitulo 8, pagina 3.

Grafica 3.150scilacion sinusoidal divergente o no amortiguada.

A
N2

-

TIME, t

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 8, pagina 4.
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3.5.4 Movimiento Dinamicamente Neutral.

Al modo de movimiento que se dice que tiene "estabilidad dinamica
neutral” si el parametro de interés exhibe una oscilacion sinusoidal no
amortiguada a medida que el tiempo aumenta sin un limite. Un bosquejo
de tal movimiento es mostrado en la grafica 3.16.

Grafica 3.16 Oscilacion no amortiguada.

[\ _/\
U/

TIME, t

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Quialities Textbook. Capitulo 8, pagina 4.
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Figura 3.17Analogia al sistema masa-resorte.

LLLLLIL L

MASS K £ SPRING
1
* M MASS

SPRING DAMPER:
DAMPER c
c e
my

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Quialities Textbook. Capitulo 3, pagina 1.

3.5.5 SISTEMAS DINAMICOS DE PRIMER Y SEGUNDO ORDEN.

3.5.5.1 Sistema de segundo orden con amortiguamiento positivo.

El problema para encontrar el movimiento del bloque mostrado en la
figura 3.18, abarca muchos métodos e ideas que seran usadas en la
investigacion del historial de tiempo del movimiento de una aeronave
desde sus ecuaciones de movimiento.®

Figura 3.18 Sistema de segundo orden.

K
F(t)
-
M
—{ = SMOOTH
D /_

NNANRNNRRRRNNN

il

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 8, pagina 6.
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La ecuacion diferencial de movimiento para este sistema fisico es

miX+dx+k=F(t) (3.121)

Luego se efectia la transformada de Laplace, asumiendo que las
condiciones iniciales son cero y resolviendo para X(s)/F(s), El resultado
de la funcién de transferencia es.

X(s) 1
F(s) ms2+ds+k

(3.122)

El denominador de la funcion de transferencia la cual da la respuesta libre
de un sistema, se referird como su “ecuacion caracteristica”, y el simbolo
A(s), sera usado para indicar la ecuacion caracteristica.

La ecuacidn caracteristica,A(s), de un sistema de segundo orden sera
frecuentemente escrita en una notacién estandar como.

2+ 20w,s + wy,? (3.123)

w, = frecuencia natural

{ = Razon de amortiguamiento

Los dos términos, frecuencia natural y razén de amortiguamiento, son
frecuentemente utilizados para caracterizar el movimiento de un sistema
de segundo orden.

También, conociendo la ubicacién de las raices de A(s) sobre el plano
complejo hace posible especificar inmediatamente y bosquejar el
movimiento dinamico asociado a un sistema. Continuando la discusién
del problema mostrado en la figura 3.18, y haciendo una equivalencia
entre el denominador de la funciéon de transferencia y la ecuacion
caracteristica.

(3.124)
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o . (3.125)
2m /—
m

Las raices de A(s) pueden ser encontradas aplicando la formula
cuadratica a la ecuacién caracteristica.

S12 = —Cw, T iwg (3.126)

Donde,
Wy = Wy 1—q2 (3.127)

Note que si (—1 < { < 1), entonces los pares de raices conjugadas de
A(s) abarcan un plano complejo para que  sea positiva la ubicacion de
las raices se deberan localizar como se muestran en la grafica 3.17a.°

Grafica 3.17a) Plano complejo; b) Respuesta.

N
IMAGINARY  (j wy) ~
B
1—‘1-*- "\.‘M
1 -— ~
I - -
w"_;,x\:\\-.sln-'; /N-..._______

; ~ REAL —
_g‘wn_/ ,..-*""'# -t
f..--"
8= X
(@) e (b)
~

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 8, pagina 8.

La ecuacion que describe la evolucion en el tiempo del movimiento del
blogue puede ser escrita conociendo las raices de A(s), s;,, mostradas
arriba.
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X(t) = Ce St cos(wgt + ¢) (3.128)

Donde,

C.y¢p son constantes determinadas desde las condiciones iniciales.
Conociendo bien sea la ubicacién de las raices de A(s) mostradas en la
figura 3.17a o la ecuacion en X(t) hace posible dibujar o describir la
evolucion en el tiempo del movimiento del bloque. El movimiento del
bloque mostrado en la figura 3.18 como una funcion con respecto al
tiempo es una oscilacion sinusoidal con una envolvente que decrece
exponencialmente y es dindmicamente estable como se muestra en la
figura 3.17b.

3.5.6 Ecuaciones de Movimiento.

Seis ecuaciones de movimiento (tres de traslacion y tres de rotacion) para
un vehiculo volador de cuerpo rigido son requeridas para la solucion de
este problema de movimiento. Si se asume una aeronave de cuerpo
rigido y masa constante entonces las ecuaciones pueden ser derivadas
y expresadas en términos de un sistema de coordenadas fijo en el
cuerpo. La solucion para el movimiento de un cuerpo rigido en términos
de sistemas de coordenadas de cuerpo fijo es particularmente
conveniente en el caso de una aeronave cuando las fuerzas aplicadas
son mas facilmente especificadas en el sistema de ejes de cuerpo.

"Los ejes de estabilidad" pueden ser usados como un sistema de
coordenadas especifico. Este sistema de coordenadas xyz es fijo en el
vehiculo y rota con este cuando es perturbado de la condicion de
referencia de equilibrio. Las lineas solidas en la figura 3.19 representan
el alineamiento inicial de los ejes de estabilidad y las lineas punteadas
muestran el sistema de coordenadas perturbado.®
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Figura 3.19Sistema de ejes de la estabilidad.

' CHORD,
INITIAL ORIENTATION = . -
PEBTUFIBEDAXIS——-—- / / —‘.—-——- xp ap:&-n.{.ﬁﬁ
' _~ CHORD, . )
Vi

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 8, pagina 18.

El resultado de la derivacion completa de las ecuaciones de movimiento
son listadas aqui:

E,.=m(@+qw —rv)
E,=m@+rU — pw)

E, =mWw + pv — qU)
L=pl+aqr(l, = 1) = (" + P,
m = ql, —pr(l; — L) + (p? = 1)1,

n =7l +pq(ly, — L) + (qr — p)I,

Donde F,, F, y F, son fuerzas en las direcciones X, y, z y I, my n son
momentos alrededor de los ejes X, y, z, tomados en el centro de gravedad

del vehiculoy U = U, + u.
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Separacion de las ecuaciones de movimiento:

Cuando todas, fuerzas latero-direccionales, momentos y aceleraciones
se restringen para que sean cero, las ecuaciones las cuales gobiernan
solamente el movimiento longitudinal resultan de las seis generales
ecuaciones de movimiento. Es decir sustituyendo,

Dentro de las ecuaciones el resultado en las ecuaciones longitudinales
de movimiento

E, = m(u+ qw)
F, =m(w — qU)
m =ql,

Realizando una expansion de las ecuaciones con las series de Taylor
como una funcién de u, q y w y asumiendo pequefas perturbaciones
(U = Uy + u) resulta en un conjunto de ecuaciones linealizadas para el
movimiento longitudinal. Note que las ecuaciones resultantes son las
ecuaciones de perturbacion longitudinal y que las incégnitas son los
valores perturbados de a, u y 8 de una condicion de equilibrio. Estas
ecuaciones en forma de coeficientes son:®

2m \ .
[(—m)u +(2Cp + Cp )ﬁ] + (Cp,a) + (C,,0) =0 (3.129)
,DSUO u a 0
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R c . 2m
_(CLu + ZCLO)U, - [Z—UO CLdC( + (M-*_CL“) CZ]

om c _ (3.130)
——C )0 =0
+(pSU0 2U, ‘a

C . .
_(Cmuu) ( U Cmaa + Cmaa) + <pSUy2c0 ~30 Cmq9> =0 (3131
0 0 0

Dénde:

i= Ul (Un parametro de velocidad adimensional ha sido definido por
0

conveniencia)

a, 6 son perturbaciones alrededor de sus valores de equilibrio

CDu, CLa,etC.,Son derivadas parciales evaluadas en la condicién de
referencia con respecto a los coeficientes de fuerza.

Note que estas ecuaciones son Unicamente movimiento longitudinal.

La solucién de las ecuaciones de perturbacion longitudinal puede ser
obtenida utilizando la transformada de Laplace. Tomando la
transformada de Laplace de la ecuacion de momento de pitch e indicando
que los valores de perturbacion inicial son cero resulta en:

B 757 5= Cmg| @(5)

(3.132)

2L, _
+ pUOZSCS ZUO CingS 8(s) =0

Las otras dos ecuaciones podrian ser similarmente transformadas por
Laplace para obtener un conjunto de ecuaciones de perturbacion
longitudinal en el dominio s.

Tal como.

mo\ .
(pSU s) u(s) + (2¢, + CDu)ﬁ(s) + Cp,a(s) + €, 0(s) =0 (3.133)
0
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2m
pSUy

2m c _
+ [(pSUO N Z_UOCLq)S] 0()=0

c
—(Cy, +2C,,)a(s) - [ﬁ Cp,s + +CLa] a(s)
0

(
3.134)

3.5.7 Movimiento Longitudinal.

Las ecuaciones describen el movimiento longitudinal de una aeronave
alrededor de una condicion de equilibrio. La solucién teorica para el
movimiento de una aeronave puede ser muy buena, dependiendo de la
exactitud de varios parametros aerodinamicos. Por ejemplo, Cp, €s un

parametro que aparece en la ecuacion de Drag de fuerza y la bondad de
la solucion dependera de con que precision los valores de Cp, —se
conocen. Antes de que una aeronave vuele, tales valores para varias de
las derivadas de estabilidad pueden ser extraidas de datos de tunel de
viento.®

3.5.8 Modos del Movimiento longitudinal.
La experiencia ha mostrado que la aeronave exhibe dos diferentes tipos
de oscilaciones longitudinales:

1. Periodo Corto, con relativamente un amortiguamiento pesado que
es llamado "periodo corto" modo (sp).

2. Periodo Largo, con un amortiguamiento muy ligero que es llamado
"fugoide” modo (p).

Los periodos y amortiguaciones de estas oscilaciones varian con la
configuracion de la aeronave y con la condicién de vuelo.

El periodo corto es caracterizado fundamentalmente por variaciones en
angulo de ataque y angulo de pitch con un muy pequefio cambio en la
velocidad delantera. Relativo al fugoide, el periodo corto tiene una alta
frecuencia y una amortiguacion pesada.

Los valores tipicos para este periodo amortiguado estan en el rango de
dos a cinco segundos. Generalmente, el modo de periodo corto es el mas
importante en el movimiento longitudinal.

El fugoide es caracterizado principalmente por la variacion en u y 6 con
a casi constante. Esta oscilacion de periodo largo puede ser pensada
como un problema de energia total constante de intercambio entre
energia potencial y cinética. La nariz de la aeronave cae y la velocidad
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aumenta ya que la aeronave desciende debajo de su altitud inicial. Luego
la nariz gira hacia arriba, causando que la aeronave ascienda arriba de
su altitud inicial con la velocidad disminuyendo hasta que la nariz caiga
perezosamente debajo del horizonte de la cima de la maniobra.

Debido al ligero amortiguamiento, muchos ciclos son requeridos para que
este movimiento se amortigie. Sin embargo, este periodo largo
combinado con un bajo amortiguamiento resulta en una oscilaciéon que
es facilmente controlada por el piloto, aun por un leve movimiento
divergente. Los valores tipicos para este periodo de amortiguamiento
estan en el orden de 45 a 90 segundos.

Fugoide

- Pequeia w,,
- Largo tiempo constante
- Pequefa razon de amortiguamiento

Periodo Corto

- Largo w,
- Pequefio tiempo constante
- Alto razon de amortiguamiento

3.5.8.1 Aproximacién Modo Periodo Corto.

Para un grado de libertad en la primera aproximacion, el periodo corto es
principalmente un movimiento de cabeceo de la aeronave como se
observa en la figura 3.20. Ademas, el movimiento de periodo corto ocurre
practicamente a velocidad constante, AU = 0; y desde que no haya
movimiento vertical, los cambios en el angulo de atague son equivalentes
al cambio en el angulo de cabeceo, Aa = Af. Con estas consideraciones
aplicadas a la ecuacion de momento de cabeceo (), el resultado se
convierte en:
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Figura 3.20Modelo de grado de libertad.

—

rai®

—
uu
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—

Fuente: AFBCA, Air Force Test Pilot School Edwards. USAF Test Pilot School. Flying
Qualities Textbook. Capitulo 8, pagina 25.
21 c
pUy“Sc 20,

(Cmq + Cmd) @& —Cp,a=0 (3.135)

Donde C,,, se asume que sea despreciable.

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién (3.135), resulta en
una forma aproximada de la ecuacion caracteristica.

2, , ¢
pUy*S¢ 2U,
Comparando la ecuacion (3.136) con la forma estandar de la ecuacion
caracteristica (3.123), resulta en una aproximaciéon de la frecuencia

natural y razén de amortiguamiento para el periodo corto.

A(s) = (Cmq + Cma) s=Cp, =0 (3.136)

(3.138)

Cm,, — Coeficiente de momento de cabeceo debido al cambio en el angulo

de ataque. Proporcional al desplazamiento angular desde el equilibrio
(constante del resorte)®

Cmg — Coeficiente de momento de cabeceo debido al cambio en la rata
de cabeceo. Proporcional a la rata angular (amortiguador).
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Ambas ecuaciones (3.137) y (3.138) pueden ser usadas para predecir la
tendencia que se espera en la razon de amortiguamiento y frecuencia
natural del periodo corto cuando las condiciones de vuelo y la
configuracion de la aeronave cambian. Adem&s estas ecuaciones
muestran el predominante efecto de las derivadas de estabilidad a la
razon de amortiguamiento y frecuencia natural del periodo corto.

3.5.8.2 Aproximacién Modo fugoide.

Un planteamiento similar al que se hizo cuando se obtuvo la
aproximacion de periodo corto deberd ser utilizado para obtener un
conjunto de ecuaciones que se aproximen a la oscilacion fugoide.
Recordando que el movimiento fugoide ocurre practicamente a &ngulo de
taque constante, es l6gico sustituir « = 0 dentro de las ecuaciones de
movimiento longitudinal. Esto da como resultado un conjunto de tres
ecuaciones con solamente dos incognitas. Razonado que el movimiento
Phugoide es caracterizado principalmente por cambios en la actitud y la
velocidad de la aeronave, implica que las ecuaciones de fuerza de
sustentacién y fuerza de arrastre son las dos ecuaciones la cuales
deberian ser usadas. El resultado de las dos ecuaciones para la
aproximacion fugoide en dominio de Laplace es.®

m
[pSU s+ ZCD] ti(s)+ €, 0(s) =0 (3.139)
0

2C, 1(s) + 2m 0(s)=0 ( 3.140)
1, 1(s pSUS s) = :

0

Donde Cp,,, Cp,, Cr,» Crpp Cry Y Cy, se han considerado despreciablemente
pequenas.

La ecuacion caracteristica para la aproximacion phugoide ahora puede
ser encontrada de las ecuaciones (3.139 y 3.140).

4m
pSUg

2m 2
[ Cps+2C,"=0 (3.141)

2
2
pSUo] St
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Note que la sustentacion y el peso no son equivalentes durante el
movimiento fugoide, pero de igual manera la diferencia entre los dos
términos es muy pequefia. Si se hace la aproximacion de que:

L=WwW
En dénde.
W =mg
Esto se puede escribir como.
C, = :STI?Z (3.142)

Ahora la ecuacion caracteristica del modo fugoide se puede escribir
como,

Cp,2Uy? C, U
2§24 22 Cps +2C, 2 =0 (3.143)
9
2 2
Luego dividiendo por CLOg—ZUO
I 2
242925129 (3.144)
Uo Cu, Us

Comparando la ecuacion (24) con la forma de la ecuacion estandar,
resulta en una expresion simplificada para la frecuencia natural de la
aproximacion fugoide y esta dada por,

_ g
Wn,, = V2 * U_o (3.145)

Donde U, es la velocidad verdadera en metros por segundo.

Una expresion simplificada para la razon de amortiguamiento de la
aproximacion fugoide, también puede ser obtenida por,
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1 C
=42 (3.146)

=75

Las ecuaciones (3.145) y (3.146) se pueden utilizar para entender algo
mejor la contribucién de la frecuencia natural y razén de amortiguamiento
del movimiento fugoide.

3.5.8.3 Calculo de las aproximaciones para los modos de periodo corto y
fugoide respectivamente:

Los datos necesarios para hallar las frecuencias naturales, factor de

amortiguamiento y ecuaciones caracteristicas para cada uno de los

modos en lo que concierne al movimiento longitudinal, fueron

contemplados en capitulos anteriores, teniendo en cuenta las

condiciones de vuelo ya establecidas:

e Periodo corto:

- Frecuencia natural:

pU,%S¢
Ongp = | ~Cma 51

Wy = 4,937002457
sp

- Factor de amortiguamiento:

0. = (Cmq'l'Cma) c pUOZSC_‘
P —Cm, 2Uo 21,

{sp = 0,191491194

- Ecuacion caracteristica:

52+ 20w,s + wy,? (3.147)
Por lo tanto

A(s) = (s2) + 1,89078499(s) + 24,37399326
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Ya determinada la ecuacion caracteristica de segundo orden, se es
necesario hallar las raices de la cuadratica paras asi determinar si
nuestro UAS es dinamicamente estable. Si las raices de dicho polinomio
tienen su parte real negativa, se considera dinamicamente estable, como
se indica en la ecuacion (6):

S12 = —Cwy, *iwg

Donde w,, es la frecuencia de amortiguamiento, entonces:

Wy = Wp/1— 2
wg. = 4,845639926
sp

Y las raices del polinomio son:
S12 = —0,945392495 =+ 4,8456399261

Para graficar la respuesta natural del movimiento longitudinal a mando
fijo haremos uso de la ecuacion de amortiguamiento:

X(t) = Cie~$“nt cos(wyt + @)

Donde los valores de C; y ¢ se encuentran en la siguiente tabla:

| Amplitud (C;) | Fase (@) |

a 1,081 28,3 grad = 0,494 rad
q 0,017 117 grad = 2,042 rad
Tabla 3-8 Amplitudes y dngulos de fase para el modo de periodo corto.

Entonces, para graficar con respecto al angulo de ataque «, la ecuacién
de amortiguamiento es la siguiente:

X(t) = 1,081~ 0943392495 ¢o5(4,845639926t + 0,493891798)
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Grafica 3.18Respuesta periodo corto con respecto a alpha ().

alpha periodo corto

Seriesl

10

Tiempo,seg

Fuente: Autoridad propia.

Y respecto a la razén de cabeceo ¢, la ecuacion de amortiguamiento es
presentada a continuacion:

X(t) = 0,017e~0945392495¢ 5(4,845639926¢ + 2,041884817)

Grafica 3.19Respuesta periodo corto con respecto a la razon de cabeceo (q).

g periodo corto

Seriesl

o
S
=
o
=
<

Tiempo, seg

Fuente: Autoridad propia.

e Fugoide:
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- Frecuencia natural:

n, = VZ -

D
0
w, = 0,816084415
D

- Factor de amortiguamiento:
1 Cp

= — % —
“=5'C
¢, = 0,064282435
- Ecuacion caracteristica:

s% + 2¢wys + wy? (3.148)
A(s) = (s?) + 0,104919786(s) + 0,665993772
Frecuencia de amortiguamiento para el modo fugoide es:

wq. = 0,814396544
14

Las raices del polinomio son:
S34 = —0,052459893 + 0,814396544 i

Para la ecuacion (tal), los valores de C; y ¢, se ilustran en la siguiente

tabla:
| Amplitud (C;) | Fase (¢) |

0 1 0grad=0rad
u 0,029 76 grad = 1,326 rad
Tabla 3-9 Amplitudes y dngulos de fase para el modo fugoide.

Ahora, la ecuacion de amortiguamiento para modo fugoide con respecto
al angulo de cabeceo 6, es la siguiente:

X(t) = 10052459893t ¢5(0,814396544¢t)
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Grafica 3.20Respuesta fugoide con respecto al dngulo de cabeceo (8)

theta fugoide

Seriesl

Amplitud

Tiempo,seg

Fuente: Autoridad propia.

Y con respecto a la velocidad u, la ecuacion de amortiguamiento es
ilustrada a continuacion:

X(t) = 0,029 70052459893t 45(0,814396544t + 1,326352531)

Grafica 3.21Respuesta fugoide con respecto a la velocidad (u).

u fugoide

Seriesl

-]
3
5=
o
£
<

Tiempo,seg

Fuente: Autoridad propia.
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3.5.9 Derivadas de Estabilidad.
Algunas de las derivadas de estabilidad son particularmente pertinentes
en el estudio de los modos dinamicos del movimiento de una aeronave,
unos de los més importantes aparecen en funcion de las ecuaciones las
cuales caracterizan los modos dinamicos del movimiento deberian ser
entendidos. Crmyr Chy-

Cm,
Esta derivada de estabilidad es el cambio en el coeficiente de momento
de cabeceo con la variacion del angulo de ataque y se refiere
comunmente como una derivada de estabilidad estética longitudinal.
Cuando el &ngulo de ataque de la estructura del avion incrementa desde
una condicion de equilibrio, el aumento de sustentacién sobre el
estabilizador horizontal causa un momento de pitch negativo alrededor
del centro de gravedad de la estructura del avién. Simultaneamente, el
aumento de sustentacion sobre el ala causa un momento de pitch
negativo o positivo, dependiendo de la fuerza y la localizacion del vector
de sustentacion con respecto al centro de gravedad. Estas
contribuciones junto con la contribucion del momento de pitch del fuselaje
son combinadas para establecer la derivada Cy,,. La magnitud y el signo

del total Cj_para una configuracion particular de la estructura de la

aeronave, son por lo tanto una funcién de la posicion del centro de
gravedad y este factor es muy importante en la estabilidad longitudinal y
control. Si el centro de gravedad esta adelante del punto neutral, el valor
de Cy, es negativo y la estructura de la aeronave se dice que posee

estabilidad estéatica longitudinal.®

De otro modo, si el centro de gravedad esta por detras del punto neutral
el valor de C)_ es positivo y la estructura de la aeronave entonces es

estaticamente inestable.

Cu, Es tal vez la derivada mas importante en lo que tiene que ver con

estabilidad longitudinal y control. Principalmente establece la frecuencia
natural del modo periodo corto y es un factor importante en determinar la
respuesta de la estructura de la aeronave debido a los movimientos del
elevador y a rafagas. En general un gran valor negativo de C,_ (gran

estabilidad estéatica) se desea para buenas cualidades de vuelo.
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Sin embargo, si este es muy grande, la efectividad del elevador para
satisfacer el control podria llegar hacer excesivamente alto. Un
compromiso es entonces necesario en seleccionar un rango de disefio
paraCy,, pero antes en términos de la derivadaCMCL, donde la relacion es

Cy, = CMCLCLQ. Pero deberia ser sefialado que CMCL en la expresion de
arriba es actualmente una derivada parcial, para la cual la velocidad hacia

adelante permanece constante.

Cum

q

La derivada de estabilidad Cwm, €3 el cambio en el coeficiente de momento

de pitch con la variacion de la velocidad de pitch y comiunmente hace
referencia a la derivada de amortiguamiento de pitch. Como la estructura
de la aeronave cabecea alrededor de su centro de gravedad, el angulo
de atague del estabilizador horizontal cambia el desarrollo de la
sustentacion sobre el estabilizador horizontal, produciendo un momento
de pitch negativo sobre la estructura de la aeronave y por consiguiente
una contribucion a la derivada Cum,- Hay también una contribucion a Cum,

debido a varios "peso muerto" efectos de aeroelasticidad. Desde que la
estructura de la aeronave se esté moviendo en una trayectoria de vuelo
curvada debido a este cabeceo, una fuerza centrifuga se desarrolla sobre
todos los componentes de la estructura de la aeronave. La fuerza puede
causar el twist a las alas como resultado al momento del peso muerto de
los nacelles sobresalientes y puede causar que el angulo de ataque del
estabilizador horizontal cambie como un resultado de la flexion del
fuselaje debido al peso de la seccién de la cola. En vuelos a baja
velocidad, Cu, proviene en su mayoria de los efectos de una trayectoria

de vuelo curvada sobre la cola horizontal, este signo es negativo. En
vuelos de alta velocidad el signo de Cj,, puede ser negativo o positivo,

dependiendo de la naturaleza de los efectos de aeroelasticidad. La
derivada Cu, €S muy importante en dindmica longitudinal debido a que

esta contribuye a la mayor porcién del amortiguamiento del modo periodo
corto para aeronaves convencionales. Como se ha sefialado, este efecto
de amortiguamiento proviene en su mayoria de la cola horizontal. Para
aeronaves sin cola, la magnitud de Cu, €s consecuentemente pequefia;

esta es la principal razén para el usualmente pobre amortiguamiento de
este tipo de configuracion. CMqTambién se involucra en cierto rango al
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amortiguamiento fugoide. En casi todos los casos, los altos valores
negativos de Cum, SON deseados.

3.6 Funciones de Transferencia Y Polos del sistema.
Cualquier sistema se puede representar por una funcion de
transferencia. Esta es una funcion que representa y modela la
respuesta del sistema en funcion de la entrada.

Figura 3.21Funcion de transferencia.

Entrada G(s) Salida
U(s) Y(s)

Fuente: ROVIRA, Oscar Vila. “Modelizacion de aeronaves no tripuladas con
Simulink”.Pagina 27.

En la figura (tal), se ve el esquema tipico de una funcion de transferencia

Y(s)
G(s) =75

una entrada y una salida.

Para simplificar se hablara de una funcion de transferencia de

Se puede ver que esta todo en funcién de la variable ‘s’, con lo que se
esta hablando de una funcién de trasferencia en dominio de transformada
de Laplace.?®

La funcién G(s) no es mas que una division entre polinomios, de modo
que tiene la forma simplificada:
n(s—2z)(s—2)(s —23) .. (s — 2)

T (s—p)(s—p)(—p3) (s — D))

(3.149)

G(s)

BROVIRA, Oscar Vila. “Modelizacion de aeronaves no tripuladas con Simulink”. 2011.
Tesis Doctoral.
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Donde:

- nesla ganancia del sistema.
- z; son los ceros del sistema.
- pj son los polos del sistema.

Estos polos son numeros complejos que definen el comportamiento y
estabilidad del sistema. Dado que son valores complejos se pueden
visualizar graficamente en un plano de dos dimensiones.

Grafica 3.22Diagrama de Polos.

Pole-Zero Magp

5 T T -‘T\ T T
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i ; i
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m 1F : 2
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= ;
ICE D_ ..... X.\, .................................. X ..... -
= :
= :
& :
E 1F : -
i |
b : b
R = : i
4 = e =
5 1 1 w 1 1
-G -4 -2 0 2 4 [+
Real Axis

Fuente: ROVIRA, Oscar Vila. “Modelizaciéon de aeronaves no tripuladas con
Simulink”.Pagina 28.

Se va a analizar esta gréfica. El eje horizontal es el eje real y el vertical
el imaginario. Los polos que comparten la misma parte real y el mismo
valor absoluto de componente son polos asociados, que se les llamara
pares de polos a partir de ahora.
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Se nombran polos o pares, de derecha a izquierda del P1 al P6. Asi se
analizara la estabilidad de cada uno de forma independiente y con un
sistema con un unico polo, o par de polos.

Para ver si es estable o inestable se hace una pequefia funcion de
transferencia con Matlab y se pueden usar tanto la funcion STEP como
la funcion IMPULSE.

Usando la funcién STEP, la entrada del sistema U(s) es un escalon, es
decir U(s) = z

N

En cambio si se usa la funcion IMPULSE la entrada del sistema es un
impulso puntual, es decir U(s) = 1.12

El comportamiento sera el mismo, pero al usar un impulso lo que se ve
es la repuesta del sistema a una pequefia perturbaciéon. En cambio, al
usar como entrada un escalon lo que se ve es como responde el sistema
con una perturbacion constante, moviendo el sistema de su posicion de
equilibrio a un nuevo equilibrio.

Para ver la respuesta de los polos se usara una entrada tipo impulso.

Grafica 3.23Polo 1.

21 Us Impulze Response

235

Amplitude

035

0 . . I
0 035 1 15

Time (sec)

Fuente: ROVIRA, Oscar Vila. “Modelizacion de aeronaves no tripuladas con
Simulink”.Pagina 29.
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Se puede ver que el polo 1 es completamente inestable.

Grafica 3.24Pareja de Polos 2.

w 105 Impulze Responze
a T T T T T

Amplitude

-1 L L ! |

Time (sec)

Fuente: ROVIRA, Oscar Vila. “Modelizacién de aeronaves no tripuladas con Simulink”.
Pagina30.

La respuesta temporal de la pareja de polos 2 es también inestable y
tiende a infinito, aunque un poco mas lenta que la anterior.
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Grafica 3.25Pareja de Polos 3.
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Fuente: ROVIRA, Oscar Vila. “Modelizaciéon de aeronaves no tripuladas con Simulink”.
Péagina 30.

La respuesta temporal de la pareja de polos 3 es un ejemplo claro de
estabilidad dinamica neutra.

Grafica 3.26Pareja de Polos 4.

Impulze Response
0.25 T T T T T

Amplitude
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Fuente: ROVIRA, Oscar Vila. “Modelizacién de aeronaves no tripuladas con Simulink”.
Pagina 31.
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Se puede ver que la respuesta temporal de esta pareja de polos si que
es estable, oscila, pero va disminuyendo su amplitud hasta estabilizarse

en el valor de equilibrio inicial.

Grafica 3.27Pareja de Polos 5.

Impulze Response

Amplitude

Time [zec)

Fuente: ROVIRA, Oscar Vila. “Modelizacion de aeronaves no tripuladas con Simulink”.
Pagina 31.

La respuesta temporal de esta pareja de polos es aun mas estable que
la anterior, también oscila, pero no llega a hacer un periodo entero.
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Grafica 3.28Polo 6.

Impulze Response
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Fuente: ROVIRA, Oscar Vila. “Modelizacion de aeronaves no tripuladas con Simulink”.
Pagina 32.

Por ultimo, el polo que esta més a la izquierda. La respuesta temporal no
oscila 'y es muy estable y muy rapida.

Solo viendo el comportamiento de cada sistema por separado se ve que
los polos estan directamente ligados a la estabilidad del sistema. Lo
primero que se observa es que los polos con parte real positiva son
inestables. Lo segundo es que los polos que tienen componente
imaginaria oscilan. Si observamos las parejas 4 y 5 también se ve que
cuanto mayor sea el componente imaginario mayor es la oscilacién. Y
finalmente se ve que cuan mas cerca estan los polos del origen mas lenta
es la respuesta temporal.

Para ver con exactitud el comportamiento temporal que producen estos
polos se mirara que respuesta temporal inducen. Es decir, la
transformada inversa de Laplace para polos simples y para polos
complejos.

La transformada inversa de Laplace de un polo simple tiene forma
exponencial tal que y(t) = ae®. La transformada inversa de Laplace de
un par de polos complejos tiene forma senoidal amortiguada y(t) =
ae%sin(bt). En estos casos a es la parte real del polo y b la parte
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compleja. Al ser exponenciales se ve directamente que si el valor del polo
es positivo la respuesta tiende a infinito, con lo que es inestable.!?

3.6.1 Amortiguamiento.
Se define la forma de los polos complejos, para obtener un polinomio de
segundo orden:

k

524 20wyt + w,?

G(s)

(3.150)

Dondek es una ganancia estandar.

Hay dos variables a definir, la frecuencia natural del sistema (w,) y el
factor de amortiguamiento ({).

Se hace el proceso inverso y se saca el valor de los polos de este
polinomio, es decir a y b antes mencionadas:

—2{wy, /4 Pw,?% — dw,?
P12 = ( n—\/g n n :_aniwn /(2_1 (3.151)

La respuesta y comportamiento del sistema depende directamente del
factor de amortiguamiento. Se va a analizar cada caso en funcién del
valor de (:

- Casol:{>1

Cuando el factor de amortiguamiento es mayor que la unidad, el valor
dentro de la raiz es positivo, con lo no hay componente imaginaria en los
polos. Se obtienen dos polos reales, que como se ha visto antes su
comportamiento es el de una exponencial.

Al movimiento que describe la respuesta del sistema se le llama
movimiento sobreamortiguado.*?

Si se coge el sistema y se introduce un impulso como entrada:

k ~ K
S2 4+ 20w,* + w,? C (s—pD(s—p2)

A B
=)
S—P1 S—DP2

Y(s)=1+G(s) =

(3.152)
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Siendo A y B el numerador resultante de simplificar en fracciones
simples. Si ahora se hace la transformada inversa de Laplace para
obtener la respuesta temporal:

Y(t) = k(AeP1t + BeP2t) (3.153)

Grafica 3.29Movimiento sobreamortiguado con factores de amortiguamiento 1.5,4 y 8.

Impulse Response
T T T
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Time (sec)

Fuente: ROVIRA, Oscar Vila. “Modelizaciéon de aeronaves no tripuladas con Simulink”.
Pagina 34.

Se ve en la figura el comportamiento del sistema ante una pequefa
perturbacion. Esta grafica se ha hecho con los valores de k =
1, (w, =2m/s)y { =1.5,4y 8.

Se ve que a medida que aumenta el valor de { que tarda en estabilizarse
aumenta. Esto es asi porque uno de los polos se va acercando cada vez
mas a cero. Aunque el principio de la respuesta es muy rapido.*?

- Caso2:¢(=1

Cuando el factor de amortiguamiento es igual a la unidad, la raiz en los
polos se anula, con lo que se tiene un polo de multiplicidad doble, de
valor dep; = p, = —w,,.

Al movimiento que describe la respuesta del sistema se le llama
amortiguamiento critico.
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Como antes, se introduce un impulso como entrada y se analiza la
respuesta:

k k

s?+ Zgwnz + wnzB (s + wn) (3.154)

=k ((s + w,)? + (s + wn))

Y(s)=1+G(s) =

Al hacer la transformada inversa de Laplace para pasar la respuesta al
dominio temporal:

Y(t) = k(At + B)eP2t (3.155)

Grafica 3.30Movimiento critico.
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Fuente: ROVIRA, Oscar Vila. “Modelizacién de aeronaves no tripuladas con Simulink”.
Pagina 35.

Se han usado los mismos valores de ganancia y frecuencia que antes,
para poder comparar graficas.

La respuesta se estabiliza mas rapido que las anteriores, es debido a que
en los casos anteriores habia un polo mas cerca del origen.

- Caso03:C=0

Cuando el factor de amortiguamiento es cero la parte real del polo es
también cero. Con lo que hay un movimiento oscilatorio no amortiguado.
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Al movimiento que produce la respuesta del sistema se le llama
movimiento no amortiguado.

Se introduce un impulso como entrada y se analiza la respuesta:

k
Y(s)=1xG(s) = 1ol (3.156)
n

La transformada inversa de Laplace es directa:

k
y(t) = w—sin(wnt) (3.157)

n

Grafica 3.31 Movimiento no amortiguado.
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Fuente: ROVIRA, Oscar Vila. “Modelizacion de aeronaves no tripuladas con Simulink”.
Pagina 36.

En este caso la respuesta del sistema es un seno, podria haber sido
también un coseno, dependiendo del numerador de la funcion de
transferencia. No es un movimiento amortiguado y la frecuencia de
oscilacion es la natural (w,, = 2m/s) que se ha usado en todas las
gréficas.'?

Estos polos tienen una estabilidad indiferente, con lo que no es bueno
tener polos en una posicion tan critica.

- Caso4:0<(<1
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Cuando el factor de amortiguamiento es menor que la unidad el resultado
de la raiz en los polos es negativo, por lo que los polos toman valores
complejos. En este caso es cuando se produce un movimiento oscilatorio

amortiguado.
Al movimiento que produce la respuesta del sistema se le llama

movimiento subamortiguado.

k
Y(s)=1xG(s) =
s2 + Zan’: + w,? (3.158)

T G0+ w.2((Z— 1)

Al hacer la transformada inversa de Laplace se obtiene:

k
y(t) = wn— ,1_—(2 e‘c‘”nt sin (O)n\/ 1- (zt) (3.159)

Grafica 3.32Movimiento subamortiguado para una entrada impulso.
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Fuente: ROVIRA, Oscar Vila. “Modelizacién de aeronaves no tripuladas con Simulink
Pagina 37.

Esta es una grafica de la respuesta del sistema a impulso con factores
de amortiguamiento 0.7 y 0.1 respectivamente. Se ve en la figura que el
factor de amortiguamiento influye mucho en el tipo de respuesta del
sistema. A mayor factor de amortiguamiento mas rapida es la respuesta,
es decir, regresa antes a la situacién de equilibrio. A menor factor de
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amortiguamiento mayor es la oscilacién y la frecuencia es un poco mayor
también.

Se ve que la frecuencia del sistema no es la natural de la que hemos
hablado a lo largo del capitulo, sino que esta modificada por el factor de

amortiguamiento de forma: wy; = w,/1 — {2

Se define la constante de tiempo de cada polo como: T = i
3.6.2 Desarrollo de las Funciones de transferencia.

Una vez definido la importancia que tienen las funciones de transferencia
en cuanto a estabilidad dinamica se refiere, es momento de entrar a
desarrollar las funciones de transferencia para nuestra aeronave,
teniendo en cuenta las mismas consideraciones realizadas
anteriormente.

Primero que todo se sabe que el comportamiento de una aeronave ante
una perturbacion se asimila al comportamiento de un sistema masa,
resorte y amortiguador por lo tanto se puede deducir que su funcion de
transferencia tendria la misma forma:

De las ecuaciones (3.122) y (3.150) respectivamente.

X(s) 1 k

= = G =
F(s) ms2+ds+k () s2 + 20w,”s + wy?

Se conoce que para ambos casos el numerador es la ganancia del
sistema y el denominador es la ecuacion caracteristica, nombrada en
capitulos anteriores, la cual describe el comportamiento de dicho
sistema.

Los valores de w, y ¢ del denominador da la ecuacion (3.150) ya se han
determinado para los modos de movimiento de la aeronave tanto para
periodo corto como para fugoide, tan solo resta determinar su respuesta
mediante el uso de la funcion de transferencia para cada uno de los
modos.

- Funcioén de trasferencia para el modo periodo corto.

Los valores par dicha funcién de transferencia son:
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Wng, = 4,937002457
{sp = 0,147756821
k=1
Ahora reemplazando en la ecuacion (3.150) se obtiene:

1

G(5) = 52y ¥ 1,45895158(s) + 24,37399326

Luego utilizando la funcién de RESIDUE en Matlab, para determinar sus
ceros y polos da como resultado.

p12 = —0,7295 + 4,8828i

Note que los polos determinados son las mismas raices determinadas en
las aproximaciones de los respectivos modos.

Analizando dichos polos se puede deducir que la parte real siendo
negativa el sistema tiende a ser estable y de igual manera teniendo un
valor en la parte imaginaria de los polos se sabe que es un sistema
oscilatorio y conociendo el valor de {,, se sabe que tanta amortiguacion

posee el sistema y asi mismo que tan rapido se estabiliza.

Aplicando las condiciones del caso 4 de amortiguamiento, conociendo el
valor de {,, y dando un impulso a la entrada para conocer su respuesta

la ecuacion que rige su respuesta es:

k

Y(s)=1xG(s) =
() (s) 52+2{(unz+wn2

(3.160)

B (S + an)z + wnZ({Z - 1)

Luego su transformada inversa es:

k
y(t) = ———=e"%ntsin (wnw/ 1-— Czt) (3.161)

Wy 1_{2

207



Ahora es posible graficar su respuesta con ayuda de Matlab para poder
utilizar la funcién IMPULSE en toda su dimension.

Grafica 3.33 Modo periodo corto.

Impulse Response
l:l 25 T T T T T T T T T

Amplitude

_|:|1 | 1 | | 1 | |
0 1 2 3 4 b B 7 o g 10

Time (seconds)

Fuente: Autoridad propia.

- Funcion de trasferencia para el modo Fugoide.

Los valores del modo fugoide para su funcion de transferencia son.
Wp, = 0,816084415
¢, = 0,064282435
k=1

De igual manera, se reemplaza en la ecuacion (3.150) como se realiz6
en Periodo Corto.
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1
G(s) =
(s) (s2) + 0,104919786(s) + 0,665993772

Ahora los polos seran;
P34 = —0,052459893 + 0,814396544 i
De la misma forma, se aplican las condiciones que nos mostro el caso 4

de amortiguamiento. Por lo tanto la ecuacion que da la respuesta de la
funcién de transferencia para el modo fugoide es.

k
y(t) = ———=e"$“ntsin (com/ 1-— (21:) (3.162)

Wy 1_(2

Luego realizando su respectiva grafica de respuesta.
Grafica 3.34 Modo fugoide.

Impulse Response

Amplitude

- 1
0 10 20 30 40 50 60 70 a0 90 100
Time (seconds)

Fuente: Autoridad propia.
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4 Analisis de respuesta

Las raices de la ecuacion caracteristica nos describe el tipo de respuesta
de nuestra aeronave. Si las raices son reales, la respuesta sera
divergente, dependiendo ya sea si la raiz es positiva 0 negativa. Si las
raices son complejas, el movimiento seréd una oscilacion amortiguada o
des amortiguada. El periodo de la oscilacion se relaciona a la parte
imaginaria de la raiz como sigue:

21

Periodo = — (4.1)
Wgq

La razén de crecimiento o decaida de la oscilacion se determina por la
sefal de la parte real de las raices complejas. Una parte real negativa
producird una oscilacibn convergente, mientras que una parte real
positiva causa un movimiento divergente. Una medida de la razén de
crecimiento o decrecimiento de la oscilacion se pueda obtener de reducir
a la mitad o doblar la amplitud inicial de la perturbacion. La figura (4.1)
muestra una oscilaciéon amortiguada y des amortiguada y como el tiempo
para reducir o doblar la amplitud puede ser calculada como.®

0,693

—_— (4.2)
|l

tdotr=
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Grafica 4.1 Relacién tiempo a media o doble amplitud con respecto al periodo.

Envelope
| /_ X(£) = Cie ¥t eos(w 2 + &)
S
0o —~
I
—te

T —
/1\ . o
’ B
\/ Time
PR, (w, <0

Ervelope //
/

e Poriod fw >0

Fuente: NELSON, R. C. Flight Stability and Automatic Control. Pagina 124.

El nimero de ciclos para la reduccién o duplicacion de la amplitud es:®

lwq]

|y |

Andlisis de respuesta para el modo periodo corté

N(ciclos)gor = 0,110

Los datos necesarios para el andlisis de respuesta ya fueron
determinados con anterioridad, tan solo es tomar las ecuaciones de
arriba y reemplazar los valores indicados.

Wy, = 4,937002457
{sp = 0,147756821

wg. = 4,882812543
sp
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Periodo.

] T
Periodo = —
Wq

Periodo = 1,28679634 sg
Tiempo reducido a la mitad o doble.

0,693

|{wn|

ty 0 t, = 0,94999726

tdOtrz

Numero de Ciclos a media amplitud

|wql

|Swnl
N(ciclos) o = 0,736295006 ciclos

N(ciclos) o = 0,110

Andlisis de respuesta para el modo Fugoide.

De igual manera como se mencioné en el modo periodo corté los valores
de frecuencia natural, frecuencia de amortiguamiento y factor de
amortiguamiento w,, wy; Yy ({ respectivamente se determinaron
anteriormente, ya solo resta reemplazar en las (tales), para poder
analizar su respuesta.

Wy, = 0,816084415
¢, = 0,064282435

wg, = 0,814396544
P
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Periodo.

) T
Periodo = —
Wq

Periodo = 7,7151424 sg
Tiempo reducido a la mitad o doble.

0,693

|{wn|

tqot, =13,21009166

tdOtrz

Numero de Ciclos a media amplitud

|wql

|Swnl
N(ciclos) o = 1,707659206

N(ciclos) o = 0,110

4.1 Calidad de vuelo.

En el desarrollo de este proyecto nosotros examinamos las
caracteristicas del movimiento longitudinal a mando fijo para una
aeronave tipo canard. El factor de amortiguamiento y la frecuencia
natural para ambos modos, periodo corto y fugoide, se determinaron en
términos de derivadas de estabilidad aerodindmica.
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Grafica 4.2 Influencia del drea del estabilizador sobre el plano longitudinal.

Short period r:k

X

im

Long period root

Arrow indicates direction
root movement for
increasing tail area.

x| X

X

/

Fuente: NELSON, R. C. Flight Stability and Automatic Control. Pagina 139.

Las derivadas de estabilidad son variables que estan en funcion de la
geometria y las caracteristicas aerodinamicas de la aeronave. Por
ejemplo, incrementando el tamafio del estabilizador incrementariamos la
estabilidad estatica y el factor de amortiguamiento para el modo de
periodo corto, sin embargo con ese incremento, de igual manera
aumentarian el peso y las fuerzas aerodindmicas de arrastre de la
aeronave y de ese modo se disminuye el rendimiento de la aeronave.
Para acordar un adecuado tamafio y rendimiento en una aeronave, al
disefiarse, se necesitan conocer que grados de estabilidad y control es
requerido por el piloto y asi considerar una aeronave segura en vuelo.

Las calidades de vuelo de una aeronave se relacionan con las
caracteristicas de estabilidad y control y son estas caracteristicas las
gue dan una impresion de vuelo al piloto, quien aportara una opinion si la
aeronave es de un facil o dificil control en un vuelo equilibrado y en la
maniobrabilidad de vuelo.

La calidad de vuelo es evaluada por el piloto en la fase de vuelo teniendo
en cuenta el tipo de aeronave. La clasificacién de la aeronave se hace
acorde al tamafo y la maniobrabilidad de la misma mostrada en la tabla
4-3. La fase de vuelo se encuentra dividida en tres categorias expuestas
en la tabla 4-2. La categoria A son para aeronaves militares y las
categorias B y C son aplicables para aeronaves comerciales y también
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para militares. La calidad de vuelo son especificados en término de tres
niveles en la tabla 4-1:

Nivel de la calidad de vuelo

La calidad de vuelo es claramente adecuada para la misién de fase de

Nivel 1
vuelo.

La calidad de vuelo es adecuada para llevar a cabo la misidn de fase de
Nivel 2 vuelo, pero se esperaria en ocasiones que el piloto se esfuerce al
maniobrar o una atenuacién en la efectividad de la misidn, o ambas.

La calidad de vuelo es tal que la aeronave puede ser controlada sin
peligro, pero el piloto tendra un esfuerzo excesivo o la efectividad de la

Nivel 3 mision es inadecuada, o ambas. La fase de vuelo para la categoria A
puede ser terminada sin ningln peligro, y la categoria B y C pueden ser
completadas.

Tabla 4-1Niveles de la calidad de vuelo.

Estos niveles fueron determinados en base a la opinién de los pilotos o
en las caracteristicas de vuelo de la aeronave.

En la tabla 4-4 se encuentra una recopilacion de las especificaciones del
movimiento longitudinal en los modos de periodo corto y fugoide, la cual
es valida para cualquier tipo de aeronave.

La informacién dada en la tabla 4-4 son valores proporcionados en el
disefio. Como se mostré con anterioridad, las caracteristicas de
respuesta para el movimiento longitudinal de una aeronave estan
relacionadas con las derivadas de estabilidad y por ello inherente a la
geometria de la misma, por lo cual, la calidad de vuelo es un factor a
tener en cuenta en la fase de disefio preliminar.
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Categorias de fase de vuelo

Fases de vu

Categoria A

Categoria B

elo no terminal:

Fases de vuelo no terminal que requiere de maniobras rapidas,
precision en el itinerario o un control preciso para la trayectoria de
vuelo. Se incluye en la categoria combate aire-aire y ataque a tierra,
armamento de liberacién/entrega, rescate aéreo, reconocimiento,
reabastecimiento en vuelo (receptor), seguimiento en tierra,
explorador antisubmarino y formacidn cerrada de vuelo.

Fases de vuelo no terminal que son normalmente acopladas usando
maniobras gradualmente y sin precision del itinerario, aunque se
requiere precision en el control de trayectoria vuelo. Se incluye en
la categoria el ascenso, crucero, carreteo, abastecimiento en vuelo
(cisterna), seguimiento en tierra, descenso, descenso de
emergencia, estado de emergencia y planeador.

Fase de vuelo terminal:

Categoria C

Fase de vuelo terminal que es normalmente acoplada usando
maniobras gradualmente y usualmente requiere precision en el
control de trayectoria de vuelo. Se incluye en esta categoria el
despegue, despegue por catapulta, acercamiento, wave-off/go-
around y aterrizaje.

Tabla 4-2 Categorias de fases de vuelo.

Clasificacion de las aeronaves

Clase |

Clase Il

Clase Il

Clase IV

Pequefias, aeronaves livianas, tales como utilitarios ligeros,
entrenamientos primarios y de observacion ligera.

Peso medio, aeronaves de media o baja maniobrabilidad, tales como
utilitarios/busqueda y rescate pesados,
transportadores/cargueros/cisterna medios o ligero, bombarderos
tacticos, entrenadores y de ataque pesado para clase Il.

Grandes, pesados, aeronaves de media y baja maniobrabilidad, tales
como transportadores/cargueros/cisterna pesados, bombarderos y de
entrenamiento para clase Ill.

Aeronaves de alta maniobrabilidad, tales como combate/interceptores,
ataque, reconocimiento tactico, observacién y entrenamiento para clase
IV.

Tabla 4-3 Clasificacion de las aeronaves.
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Longitudinal flying qualities

Phugoid mode

Level 1 £>0.04
Level 2 >0
Level 3 T,>55s

Short-period mode

Categories A & C Category B
gsp Csp Cs_p Csp
Level min max min max
1 0.35 1.30 0.3 2.0
2 0.25 2.00 0.2 2.0
3 0.15 — 0.15 —

Tabla 4-4 Calidad de vuelo para el movimiento longitudinal para ambos modos.

Para el modelo que se tomd para el desarrollo de este proyecto, el
aeromodelo VelociRaptor Long-EZ, teniendo en cuenta lo anteriormente
demostrado, su calidad de vuelo con respecto al movimiento longitudinal
para cada uno de sus modos y su respectivo factor de amortiguamiento
es:

e Calidad de vuelo longitudinal para modo fugoide:

Para el movimiento longitudinal en modo fugoide, conociendo ya su factor
de amortiguamiento,

{» = 0,064282435,

Y con respecto a lo suministrado en la tabla 4-4, vamos a tener una
calidad de vuelo de Nivel 1, el cual nos dice que: la calidad de vuelo es
claramente adecuada para la mision de fase de vuelo; en conclusion,
tendremos una buena calidad de vuelo para el modo fugoide.

e Calidad de vuelo longitudinal para modo periodo-corto:

Para el movimiento longitudinal en modo periodo-corto, conociendo ya su
factor de amortiguamiento,
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{sp = 0,191491194

Y teniendo en cuenta que tenemos una fase de vuelo no terminal de
categoria B, ya que para el desarrollo del proyecto se tomo la misién de
vuelo en crucero, y con lo suministrado en la tabla 4-4, tendremos una
calidad de vuelo Nivel 2, el cual nos dice: la calidad de vuelo es adecuada
para llevar a cabo la mision de fase de vuelo, pero se esperaria en
ocasiones que el piloto se esfuerce al maniobrar o una atenuacién en la
efectividad de la misién, o ambas; en conclusién, tendremos una
aceptable calidad de vuelo y al mismo tiempo cuando se presente una
perturbacion el piloto o el control de vuelo debe compensar este error.
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5 Conclusiones.

El objetivo principal del proyecto consiste en determinar la estabilidad
dindmica de un UAS para una aeronave tipo canard para el movimiento
de cabeceo o modo longitudinal. Para lograr obtener las gréaficas de
respuesta a la dinamica de la aeronave, que es nuestro objetivo principal,
en la metodologia de trabajo se plantearon una serie de objetivos
especificos.

El primero de ellos fue desarrollar el modelo matematico del movimiento
longitudinal del UAS, a partir de las ecuaciones de movimiento que rigen
el comportamiento fisico del sistema, I6gicamente para el caso estudiado
que es el de un vuelo recto y nivelado. Una vez obtenidas estas
ecuaciones, se establecen las incégnitas a calcular para proceder con
nuestro objetivo inicial, las derivadas de estabilidad.

Desde este punto se inici6 un estudio en el comportamiento de la
aeronave en cuanto a su estabilidad estatica, para asi llegar a las
ecuaciones que nos permitieron obtener el calculo de las derivadas de
estabilidad y posteriormente el comportamiento de este mismo respecto
a su estabilidad dinamica, con resultados satisfactorios. De lo anterior se
dedujo que si una aeronave es estaticamente estable, instantaneamente
se asume que la aeronave también es dindmicamente estable.

Por ultimo, para la elaboracién de las gréaficas de la respuesta de la
dindmica longitudinal del UAS se lleg6 a la funcién de transferencia, la
cual nos describié su comportamiento a un impulso o a una rafaga de
viento con respecto al tiempo.
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6 Recomendaciones

Desarrollar las gréficas de respuesta con respecto a la estabilidad
dinamica longitudinal del UAS a través de pruebas de vuelo, para asi
corroborar los resultados analiticos obtenidos a lo largo de nuestro
proyecto investigativo.

Determinar las graficas de respuesta para la estabilidad dinamica latero-
direccional del UAS y de igual manera llegar a determinar las funciones
de transferencia del mismo, para asi posteriormente disefiar un sistema
de control automatico que permita al UAS una autonomia con respecto a
un plan de vuelo o a una misién, o un sistema de radio control.
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Anexos

Anexo A- Calculos de areas y cuerdas medias del alay del
canard:
« Area alar y localizacion de la cuerda media aerodinamica del ala:

(B+b)h a
AreaTrapecio = T;

Figura A-1 Area de un trapecio
regular

c
root

>
1 __

Figura A-2 Localizacion de la cuerda media alar.
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_ (364 +37,4)cm * 5,5cm

a 2 = A, = 202,95 cm?

_ (37,4 4+ 26,7)cm * 6,3cm

b > = A, = 201,915 cm?

Ay, =Aq+Ap = Ay, = 404,865 cm?

(26,7 + 15,8)cm * 15,24cm
24la = 2

= A,,,, = 323,85 cm?

(15,8 4+ 7,9)cm * 28,3cm
34la = 2

= As,,, = 335,355 cm?

Asemigg = A1, T A2, T 43,4, = Arotaly, = 1064,07 cm? = 0,106407 m?

Atotaty, = 2 * Asemig, = Atotar,y, = 2128,14 cm? = 0,212814 m?

_ (X4g,,) + (X4,,,) + (X345,,)

Tala
AlAla + A2Ala + A3Ala

X1 =114 cm
X, =208cm
X3 =31cm

v - (11,4 * 404,865)cm3 + (20,8 * 323,85)cm? + (31 * 335,355)cm?
Tala ™ 1064,07 cm?

Xr,,, = 20,438 cm = 0,20438 m

Caia = 19,36 cm = 0,1936 m ; Dato tomado desde el plano.
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o Area del canard y localizacién de la cuerda media aerodinamica
del canard:

Croot

Figura A-3 Localizacion de la cuerda media del canard.

(8,4 +5,4)cm = 13,6cm
AlCanard = 2

_ 2
= AlCanard =93,84 cm

(5,4 + 4,8)cm * 13,4cm
AZCanard = 2

_ 2
= AZCanard = 68,34 cm

AsemiCanard = AlCanard + AZCanard = AsemiCanard = 162’18 sz = 0'016218 mZ

Atotatpgnag = 2 * Asemicanay = ATotalpgneg = 32436 cm? = 0,032436 m?

_ (X1A1Canard) + (XZAZCanard)

Tcanard — A1Ala + AZALa
X =96cm
X, =21,4cm

¥ _ (9,6 %93,84)cm® + (21,4 * 68,34)cm’
Tcanard ~— 162,18 cm?
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= 14,572 cm = 0,14572m

XTCanard

Ceanarda = 545 cm = 0,0545 m ; Dato tomado desde el plano.

Anexo B- Calculo del momento de inercia de la aeronave:

Para la formula:

_ WLT?
V' 4m?

w

Los siguientes datos son usados para el calculo del momento de inercia
de la aeronave:

w=1,5kg

w' = 0,025 kg

W=w+w'")=1525kg

[=091m

L=096m

T = 1,98912 seg.

Vp = 0,011750844 kg

g =9,81 m/s? Aceleracién por gravedad.
My, =0kg

I = 0,02304 kg * m?

Y para el valor variable, en este caso es el momento de inercia virtual
de la aeronave, [I,]:

I, = 0,306116396 kg * m?
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Anexo C - Calculo de datos aerodinamicos para el ala y canard:

1. Aspect Ratio:

1.1. Ala:
bg
AR, = 5.
= AR, = 5,685716165
1.2. Canard:

AR, = 8,990011099

2. Eficiencia de Oswald:

e = 4,61(1 — 0,0454R,,*®)(cos Apg,)*° — 3
=e= 0,759661117

3. Pendiente Coeficiente de Sustentacion:

<y

Stall due to
flow separation

e

/' Angle for o
oL =0 maximum ¢,
stalling angle
of attack

Grafica C-0.1 Pendiente del coeficiente de sustentacion con respecto al dngulo de ataque.

3.1. Perfil Alar NACA 2410:

dc,

lift slope =——~ = C,,, = 58728174 1 wd

QAF
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3.2. Ala:

LD‘AFW

C —
Law 1 CL“AFW
TARy,e

Cy,, = 4098827357 1/,

a

3.3. Perfil Canard NACA 651-412;

_ 1
CLaApc = 5,729577951 /rad
3.4. Canard:

l“AFc

C =
Lac lagpe

ARy €

Cr,, = 4521982405 1/ .

4. Coeficiente de momento alrededor del centro aerodinamico:
De la grafica C,, vs.a para el perfil NACA 2410:

= Cp,. = —0,048

5. Coeficiente de Sustentacion:

5.1. Ala:
c L
Ly = 1
EpuZSW
CLW = 0,390223306
5.2. Canard:
c L
L¢ = 1
Epuzsc

Cr. = 2,560272003
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6. Relacién Sustentacion Arrastre:
Referencia Raymer capitulo 3:

8 o
- BOEING 747
B-47
o

&

1 E BEECH DUCHESS

STARBHIP
'y
-4 F-102
CESSNA SKYLAMNE RS
B=4%

!
" AVRD VULCAN
2
#+INCLUDING CANARD AREA

Grafica C-0.2 Relacién drea humeda con respecto al drea de referencia.

Para aeronaves canard, la relacion % =5,3;
ref
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L/Dygax

20

16

14

12

7.1.

CIVIL DC-8
JETS

SUBSONIC B747 O ne.10 MILITARY
JETS /
GULFSTREAM L " RETRACTABLE
BONANZA neor
4 AIRCRAFT
LEAR 2 CATDINAL / |
FI06 © 4 F86D Cio
F105 Fs FIXED » GEAR
. b SKYHAWK . ppop qIRCRAFT
F-104 ’/ N T ®
Va
"
F-102
e 2 F-100
S/r F4 JETS AT MACH 1.15
7 (POOR CORRELATION)
1 1 i § 1 1
2 4 i .
6 ] 1.0 1.2 1.4 1.6 1.5 Lo 12 2.4

WETTED ASPECT RATIO = b*/S, , = AL (SgrSipgr)

Grafica C-0.3 Mdxima relacion sustentacion arrastre.

WETTED ASPECT RATIO = - = 1,072776635, entonces:
Sref
L/D,,,, =11
7. Coeficiente de Arrastre:
L C
D~ Cp
D
=1 CD = CLZ
Ala:
D
CDW = CLWZ

Cp, = 0,035474846
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[.2. Canard:
Ch, =C
D¢ Le]

Cp, = 0,232752

8. Coeficiente de sustentacion O:
De la grafica NACA 2410:

Ao, = —1 grados = —0,034906585 rad
Entonces:
CLOW = CLaW Qo,,,
C Y= 0,143076066

0

9. Coeficiente de Arrastre Parasito:
Ct
Cpy = Cp =~ rpe
CDO = 0,024252815

10. Coeficiente de Sustentacion Respecto al Angulo de ataque:
11.
2
dy dy
Kyp=1-025{—] +0,025|-—
by, by,

Layp — KWBCLO,W

C, =C c 14 %
Le = CLg,, T LaCnVH ( + %)
CLa = 6,385508365

12.Factor de Correccion de Compresibilidad:

B = \/1 — M?%cos(A¢/a)
B = 0,998678704
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13.Factor de Correccion de Amortiguamiento:

1.0

4 b 8
ASPECT RATIO ~ A

Grafica C-0.4 Factor de correccion de amortiguamiento de la contribucion del ala a Cmq

Para AR,, = 5,685716165, el factor de correcciéon de
amortiguamiento es de:
K =10,7

232



iy

a2

&8

z4

T

a9

fa
e

=t =F=T= "

£

e

Sea fion S coefficient, o
Y -
-

hs
(=
]
Cie=h
1 ¥

!
ol
i
i

=5 -2d

I -8 v & 6
Spoiien gagle of affock, &, deg
NACA 6if-412 Wing Section

Grafica C-0.5 Coeficiente de sustentacion VS Angulo de ataque, perfil NACA 65:-412.
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Grafica C-0.6 Coeficiente de momento VS Angulo de ataque, perfil NACA 651-412.
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Grafica C-0.7 Coeficiente de sustentacion VS Angulo de ataque, perfil NACA 2410.
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Grafica C-0.8 Coeficiente de momento VS Angulo de ataque, perfil NACA 2410.
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