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Dirigida por:

Germán Wedge Rodŕıguez Pirateque
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2.6.1 Estabilidad estática . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.6.2 Estabilidad Dinámica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.7 Diagramas de análisis de estabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25



2.7.1 Diagrama de Bode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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9.23 Respuesta de ángulo de balanceo debido al rudder. . . . . . . . . . . . . . 98
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9.27 Respuesta de tasa de guiñada debido al rudder. . . . . . . . . . . . . . . . 99
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Glosario

a
Pendiente de sustentación del ala principal; Aceleración; Velocidad del
sonido; Aceleración.

a′ Aceleración inercial.

a0
Coeficiente de sustentación del estabilizador horizontal a cero grados de
incidencia.

a1 Pendiente de sustentación del estabilizador horizontal.
a1F Pendiente de sustentación del estabilizador vertical.
a2η Pendiente de sustentación del elevador.
a2ξ Pendiente de sustentación del alerón.
a2ζ Pendiente de sustentación del rudder.
ac Centro aerodinámico.
AR Relación de aspecto.
b Envergadura.
c Cuerda alar.
c.g Centro de gravedad.
cp Centro de presiones.
CD Coeficiente de arrastre.
CD0 Coeficiente de arrastre en sustentación cero.
CDi Coeficiente de arrastre inducido.
CL Coeficiente de sustentación.
CLw Coeficiente de sustentación del ala principal.
CLT Coeficiente de sustentación del estabilizador horizontal.
Cm Coeficiente de momento de cabeceo.
Cm0 Coeficiente de momento de cabeceo a cero sustentación.
D Arrastre.
e Factor de eficiencia de Oswald.
F Fuerza aerodinámica.
Fc Fuerza aerodinámica debido a la curvatura.
Fα Fuerza aerodinámica debido a la incidencia.
g Gravedad.
h Altitud; Centro de gravedad en porcentaje de cuerda.

ḣ Tasa de cambio de altitud.
h0 Centro aerodinámico en porcentaje de cuerda.
hn Punto neutro de controles fijos.
HF Envergadura estabilizador vertical.
Ix Momento de inercia de balanceo.
Iy Momento de inercia de cabeceo.
Iz Momento de inercia de guiñada.
Ixy Producto de inercia con respecto los ejes OX y OY.



Ixz Producto de inercia con respecto los ejes OX y OZ.
Iyz Producto de inercia con respecto los ejes OY y OZ.
k Ganancia de entrada.
kD Constante emṕırica.
kq Ganancia de tasa de cabeceo.
ku Ganancia de tasa de velocidad axial.
kw Ganancia de tasa de velocidad normal.
kθ Ganancia de tasa de actitud de cabeceo.
kρ Factor de densidad de material.
Kn Margen de estabilidad estático en controles fijos.
L Sustentación; Momento de balanceo.

lf
Distancia entre el centro de presiones del estabilizador vertical y centro
de presiones del ala principal

.

lt
Distancia entre el centro de presiones del estabilizador horizontal y cen-
tro de presiones del ala principal.

lF
Distancia entre el centro de presiones del estabilizador vertical y centro
de gravedad.

lT
Distancia entre el centro de presiones del estabilizador horizontal y cen-
tro de gravedad.

m Masa.
M Número Mach; Momentos de cabeceo.

M0
Número Mach local; Momento de cabeceo del ala con respecto al centro
aerodinámico.

MT
Momento de cabeceo del estabilizador horizontal con respecto al centro
aerodinámico.

n Factor de carga.
N Momento de guiñada.
O Origen del sistema de ejes.
p Perturbación de tasa de balanceo.
q Perturbación de tasa de cabeceo.
r Perturbación de tasa de guiñada.
Re Número Reynolds.
s Mitad de envergadura del ala principal; Operador de laplace.

S Área del ala principal.

SB Área del fuselaje proyectado.
Sd Factor de arrastre del fuselaje.

SF Área del estabilizador vertical.

ST Área del estabilizador horizontal.
t Tiempo; Máximo espesor del perfil aerodinámico.
T Constante de tiempo; Empuje.
Tr Constante de tiempo modo balanceo.
Ts Constante de tiempo modo espiral.



Tu Numerador cero en la función de transferencia de velocidad axial.
Tw Numerador cero en la función de transferencia de velocidad normal.

Tθ
Numerador cero en la función de transferencia de la tasa y actitud de
cabeceo.

T2 Tiempo a doble amplitud.
u Perturbación de velocidad axial.
U Componente total de velocidad axial.
Ue Velocidad axial en equilibrio.
UE Velocidad axial referida a los ejes de tierra.
v Perturbación de velocidad lateral.
V Componente total de velocidad lateral.
Ve Velocidad lateral en equilibrio.
VE Velocidad lateral referida a los ejes de tierra.
V0 Velocidad en estado de equilibrio.
V F Tasa de volumen del estabilizador vertical.
V T Tasa de volumen del estabilizador horizontal.
Vζ Velocidad lateral total con respecto el rudder.
Vξ Velocidad lateral total con respecto el alerón.
w Perturbación de Velocidad normal; Peso.
W Componente total de velocidad normal.
We Velocidad normal en equilibrio.
WE Velocidad normal referida a los ejes de tierra.
X Fuerza axial.
X Eje longitudinal.
ẋ Tasa de cambio de masa sobre el eje longitudinal.
Y Fuerza lateral.
Y Eje lateral.
y2 Distancia máxima del alerón sobre OY.
y1 Distancia mı́nima del alerón sobre OY.
ẏ Tasa de cambio de masa sobre el eje lateral.
yB Arrastre lateral del fuselaje.
Z Fuerza normal.
Z Eje vertical.
Zw Altura en el fuselaje del ala principal.
ZT Altura en el fuselaje del estabilizador horizontal.
ż Tasa de cambio de masa sobre el eje vertical.

Letras griegas

α Ángulo de ataque o incidencia.

αe Ángulo de incidencia en equilibrio.

αT Ángulo de incidencia local estabilizador horizontal.

αw Ángulo de incidencia local del ala principal.



α0 Ángulo de ataque a cero sustentación.

αw0 Ángulo de incidencia del ala principal a cero sustentación.

αwr Ángulo de incidencia del ala-fuselaje.

β Ángulo de perturbación de deslizamiento lateral.
γ Perturbación de trayectoria de vuelo.
γe Trayectoria de vuelo en equilibrio.

Γ Ángulo diedro del ala principal.
∆ Polinomio caracteŕıstico; Denominador de las funciones de transferencia.
ε Downwash en el estabilizador horizontal.

ε0 Ángulo de downwash en el estabilizador horizontal a cero sustentación.
ζ Perturbación del ángulo del rudder; Tasa de amortiguación.
ζd Tasa de amortiguación balanceo holandés.
ζp Tasa de amortiguación fugoide.
ζs Tasa de amortiguación de oscilación de cabeceo de periodo corto.
η Perturbación del ángulo del elevador.

ηe Ángulo del elevador para la condición de equilibrio.

ηT Ángulo de configuración del estabilizador horizontal.
θ Perturbación del ángulo de cabeceo ó pitch; Un ángulo en general.

θe Ángulo de cabeceo en equilibrio.

θ̇ Velocidad angular de cabeceo.

Λ1/4 Ángulo de flechamiento al 25 % de cuerda.
λ Relación de taperado.
µ Viscosidad dinámica.
ξ Perturbación del ángulo del alerón.
ρ Densidad del aire.

φ
Perturbación del ángulo de balanceo, alabeo ó roll; Un ángulo en
general.

φ̇ Velocidad angular de balanceo.
ψ Perturbación del ángulo de guiñada o yaw.

ψ̇ Velocidad angular de guiñada.
ω Frecuencia natural; Velocidad angular.
ωd Frecuencia natural no amortiguada balanceo holandés.
ωp Frecuencia natural no amortiguada balanceo fugoide.

ωs
Frecuencia natural no amortiguada oscilación de cabeceo de periodo
corto.

∞ Infinito.





Estudio de las cualidades de vuelo y manejo
de una aeronave tipo planeador para

instrucción

Resumen

El siguiente trabajo de grado tiene como objetivo principal realizar un estudio de las

cualidades de vuelo y manejo de un planeador de instrucción. Para el desarrollo del trabajo

planteamos un modelo dinámico encaminado a calcular el estado de equilibrio longitudinal

a pequeñas perturbaciones en condiciones de régimen de vuelo subsónico. Con los datos

de equilibrio longitudinal, se proyectaron las ecuaciones de movimiento linealizadas ha-

llando los valores adimensionales, dimensionales y en términos reducidos de las derivadas

de estabilidad y control aerodinámico sobre el eje longitudinal y eje lateral-direccional.

Seguido a esto, se propusieron las funciones de transferencia caracteŕısticas por perturba-

ciones y aceleraciones a la velocidad de mejor relación del planeo, permitiendo calcular las

respuestas en controles aerodinámicos para cada caso. Finalmente, obtuvimos los modos

de oscilación caracteŕısticos, y aśı, realizamos un análisis de acuerdo a los requerimientos

de las cualidades de vuelo y manejo estandarizados. Los resultados y conclusiones son

presentados en el desarrollo de este documento mostrado el cálculo de estabilidad, y sus

afectos en las cualidades de vuelo y manejo.

Palabras claves: Modelo dinámico, estabilidad, dinámica, modos de estabilidad, cua-

lidades de vuelo y manejo.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Para la estabilidad y dinámica en aeronaves, la aerodinámica es el fenómeno f́ısico más

significativo en el estudio de cualquier objeto que se mueva sobre un fluido como el aire,

siendo un aspecto influyente en los requerimientos para los cuales se puede respaldar el

diseño aeronáutico. En consecuencia, la configuración aerodinámica determina en gran

parte el desempeño estático y dinámico de una aeronave en una misión de vuelo. Este es-

tudio de las cualidades de vuelo y manejo fue realizado indispensablemente para entender

cuantitativamente, desde la estática y dinámica, cada uno de los fenómenos f́ısicos invo-

lucrados en una maniobra aérea, permitiendo calificar las capacidades de una aeronave

deduciendo si es apta o no para desarrollar su misión desde los esquemas de aeronavega-

bilidad estandarizados, entendiéndolos como prioridad de diseño y fabricación, brindando

al sector aeronáutico un nivel de posibilidades de seguridad en las capacidades de las

aeronaves y aptitudes de los pilotos.

Desde la obtención de los datos técnicos, se realizó un análisis aerodinámico enXFLR5 R©

estableciendo una base datos preliminar para cada régimen de velocidad permitida, y

aśı con ayuda de MatLab R©, crear un modelo dinámico de equilibrio total longitudinal,

cálculo de derivadas de control y estabilidad aerodinámica, determinación de funciones de

transferencia longitudinales y lateral-direccionales, respuestas de controles por variables

de perturbación y aceleraciones, y finalmente la determinación de los modos de oscila-

ción longitudinales y lateral-direccionales. Es aśı como los resultados y conclusiones se

sustentarán con gráficas de la función Escalón unitario bajo entradas de perturbación,

diagramas de Bode y diagramas del lugar de ráıces por cada variable de perturbación.

De igual manera, se expondrá el proceso de cálculo y respuestas por variables de per-

turbación y aceleraciones con respecto a los controles aerodinámicos primarios desde una

condición de entrada de velocidad y ángulos de maniobra. Finalmente, queremos dar un

modelo de estudio, en condiciones mı́nimas de vuelo, para entender cómo se determinan

las caracteŕısticas de estabilidad y cómo influyen en las cualidades de vuelo y manejo.
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Caṕıtulo 2

Marco Teórico

2.1 Relaciones dinámicas

2.1.1 Ley de inercia

Esta ley considera que un cuerpo solo puede mantenerse en movimiento si se le aplica

una fuerza, donde no puede cambiar por śı solo su estado inicial, ya sea en reposo o en

movimiento rectiĺıneo uniforme, a menos que se aplique una fuerza. Considerando, fuerzas

de roce o fricción, que los frena de forma progresiva [1].

∑
F = 0⇔ dv

dt
= 0 (2.1)

Sistemas de referencia inerciales

Los sistemas de referencia inerciales ayudan a observar las fuerzas netas con velocidad

constante sobre un cuerpo. A diferencia de esto, un sistema de referencia con aceleración

no es un sistema inercial, denominándose sistemas de referencia no inerciales [2].

2.1.2 Ley fundamental de la dinámica

Esta ley expresa que el cambio de movimiento es directamente proporcional a la fuerza

impresa y ocurre según su dirección, cuantificándose en términos de aceleración [3].

~F =
d
(
m~V

)
dt

(2.2)

Para aeronaves convencionales, la variación de la masa por el gasto de combustible, es lo

suficiente lenta como para despreciar el termino ṁ~V (1)con respecto a los otros términos

que intervienen en el teorema [4].

1ṁ : Variación de la masa con el tiempo
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~F = m
d
(
~V
)

dt
(2.3)

Por otro lado, el teorema de momento cinético establece.

~G = dh̃
dt

~h = I~ω (2.4)

I =

 Ix −Ixy −Ixz
−Ixy Iy −Iyz
−Ixz −Iyz Iz


Donde Ix, Iy, Iz son momentos de inercia al rededor del sistema de ejes de cuerpo, y Ixy,

Iyz, Ixz son los productos de inercia.

Ix =
∑
∂m(y2 + z2)

Iy =
∑
∂m(x2 + z2)

Iz =
∑
∂m(x2 + y2) (2.5)

Ixy =
∑
∂m(xy)

Ixz =
∑
∂m(xz)

Iyz =
∑
∂m(yz)

Al proyectar la ecuación 2.3 y 2.4 en un sistema de ejes de cuerpo tenemos dos ventajas [4]:

en primer lugar, la distribución de masas respecto a los ejes es prácticamente constante

y se desprecian los términos donde intervienen las derivadas respecto del tiempo de los

momentos y productos de inercia, respecto a otros términos de los desarrollos; y en segundo

lugar, como se asume plano de simetŕıa, los productos de inercia Ixy y Iyz sin idénticamente

nulos despreciando los efectos dinámicos asociados a las deformaciones elásticas de la

estructura, a los grados de libertad de los subsistemas articulados y los momentos cinéticos

respecto de los subsistemas giratorios.

2.1.3 Principio de acción y reacción

Esta ley establece que siempre que un primer objeto (2) ejerce una fuerza sobre un

segundo objeto (3), este ejerce una fuerza de igual magnitud y dirección, pero en sentido

opuesto sobre el primero [2].

Fab = −Fba (2.6)

2Fab : Fuerza de acción en dirección de un punto a hacia un punto b
3Fba : Fuerza de reacción en dirección de un punto b hacia un punto a
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2.2 Referencias aerodinámicas

El centro de presiones cp, como punto de referencia con respecto a la cuerda alar c, es

el punto donde actúa la fuerza aerodinámica resultante F , resuelta en una componente

de sustentación L perpendicular a la velocidad, y una componente de arrastre D paralela

a la velocidad. Esta fuerza F comprende dos componentes, debido a la curvatura Fc y

debido al ángulo de ataque Fα, resueltas en componentes de sustentación y arrastre, figura

2.1. Fc actúa a c/2 con contribuciones a altas velocidades, cuando el ángulo de ataque

es pequeño, siendo cero para perfiles aerodinámicos simétricos. Fα actúa a c/4 variando

directamente con el ángulo de ataque con contribuciones a bajas velocidades, donde el

ángulo de ataque es grande, explicando el por qué el ángulo de ataque a cero sustentación

es un valor negativo pequeño; siendo Fc y Fα los limites de cp, variando en función del

ángulo de ataque, número Mach y la configuración aerodinámica. En consecuencia, el cp es

de uso limitado como punto de referencia aerodinámico en estudios de estabilidad, donde

en una condición de equilibrio, corresponde con el punto neutro fijo de los controles hn
[5].

Figura 2.1: Puntos de referencia aerodinámica.

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.

Para estudios de dinámica de vuelo [5], el punto de referencia más conveniente para

determinar las derivadas de estabilidad y control aerodinámico es ac, desde que el momen-

to de cabeceo sea producido por la fuerza Fc, este punto será constante con la variación

del ángulo de ataque a pequeñas perturbaciones permitiendo resultados consistentes.
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2.2.1 Número Mach

El número Mach es la tasa de velocidad de una aeronave V0 con respecto a la velocidad

local del sonido a [6].

M =
V

a
(2.7)

Una aeronave que se mueve a través del aire, producirá perturbaciones de presión en

todas las direcciones con respecto a la velocidad del sonido. Si se vuela por debajo de

Mach 1, la perturbaciones serán mas rápidas que la aeronave con influencia del aire en

la zona delantera, por ejemplo: los fenómenos de upwash creados desde el ala principal.

Sin embargo, si se vuela por encima de Mach 1, las perturbaciones serán más lentas que

la aeronave. Las caracteŕısticas aerodinámicas dependen del régimen de vuelo, para tener

precisión en las predicciones aerodinámicas a M > 0,5 se deben incluir los efectos de

compresibilidad dentro de los análisis [6].

Cuadro 2.1: Clasificación de reǵımenes de fluidos.
Fluido subsónico incompresible 0,0 < M < 0,5
Fluido subsónico compresible 0,5 < M < 0,8
Fluido transónico 0,8 < M < 1,2
Fluido supersónico 1,2 < M < 5,0
Fluido hipersónico 5,0 < M

Fuente: Nelson, R. C. (1998). Flight stability and automatic control (Vol. 2). New York:
WCB/McGraw Hill.

2.2.2 Número Reynolds

Es un número adimensional usado en mecánica de fluidos para caracterizar el movi-

miento de un fluido indicando su estado laminar o turbulento [7]. A bajos números de

Reynolds, el flujo en la capa limite tiende a ser laminar con velocidades uniformes y direc-

ciones paralelas sobre el perfil. Sin embargo, por encimar de ciertos números de Reynolds

de transición, el flujo se convierte en turbulento mostrando efectos mas desordenados

del comportamiento del fluido. Su valor determinará la configuración aerodinámica en

aeronaves.

Re =
ρ0V0c

µ
(2.8)

2.2.3 Fuerzas aerodinámicas

En vuelo subsónico incompresible [4], se desprecian los efectos de número Mach sobre

las caracteŕısticas aerodinámicas. Siendo aśı, se supone que la sustentación y resistencia

no dependen de las deflexiones de los mandos, ecuación 2.9.
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L =
1

2
ρV 2SCLα (2.9)

D =
1

2
ρV 2SCDα

Aerodinámicamente hablando [4], la sustentación está en función lineal al ángulo de ata-

que, salvo para grandes ángulos positivos y negativos, donde pierde la linealidad y se

alcanza la perdida positiva con un CLmax , y la perdida negativa con un CLmin .

Figura 2.2: Fuerzas aerodinámicas.

Fuente: Autores.

Un vuelo normal es gobernado por el empuje, arrastre, sustentación y peso, figura

2.2[8]. El empuje mueve la aeronave en la dirección del movimiento creado con una hélice,

motor a reacción o un cohete arrastrando y expulsando el aire en dirección opuesta; el

arrastre es la fuerza que actúa opuesta a la dirección del movimiento, tiende a ralentizar

la aeronave siendo causada por la fricción y las diferencias en la presión del aire; el peso es

la fuerza causada por la gravedad; y la sustentación, es la fuerza que sostiene la aeronave

en el aire producida por las alas. La forma en que las cuatro fuerzas actúan hacen que se

garantice o no una condición de equilibrio.

L = W (2.10)

T = D

2.3 Sistemas de ejes

Para desarrollar el modelo matemático [5], es necesario establecer una base adecuada y

segura donde las ecuaciones de movimiento se operen de manera ordenada. Para aeronaves,

esta descripción puede ser relativamente compleja. Por lo tanto, el movimiento se describe
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mediante una serie de variables que se relacionan en un sistema de ejes. Al hacer la

elección apropiada del sistema, será mas ordenado y claro el desarrollo de las ecuaciones

de movimiento evitando el caos en los resultados.

2.3.1 Ejes de tierra

En vuelo atmosférico, es normal medir el movimiento con respecto a la tierra. Para

definir los ejes [5], un punto tangencial O en la superficie horizontal de la tierra es el

origen del sistema ortogonal (O0x0y0z0), donde O0x0 apunta al norte, O0y0 apunta al

este y O0z0 apunta hacia abajo paralelo al vector gravedad, figura 2.3. La trayectoria de

vuelo se describe por las coordenadas en el sistema, siendo el más adecuado para vuelos

localizados de navegación y rendimiento. Al contrario de esto, el sistema de coordenadas

esféricas (4) es el método usado para vuelos que involucran lanzamiento y reingreso de

veh́ıculos espaciales.

Figura 2.3: Ejes de tierra.

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.

Sin embargo, la velocidad angular de la tierra es un factor importante, y hace necesario

definir un sistema de ejes espacial fijo con respecto al sistema de ejes de tierra. Para

aplicaciones de la dinámica de vuelo a pequeñas perturbaciones [5], se asume un vuelo

4[9] El sistema de coordenadas esféricas se basa en un sistema de coordenadas polares en un plano
de tres dimensiones usado para determinar la posición espacial de un punto mediante un radio r y dos
ángulos colatitud θ y azimutal φ.
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sobre una tierra plana en estado recto y nivelado a una altitud constante, donde la actitud

es la horizontal (OExEyE) paralela al plano (O0x0y0z0). La única diferencia es que OExE
apunta en una dirección arbitraria de vuelo en lugar del norte. El eje OEzE apunta hacia

abajo y el origen OE coincide con el origen de los ejes de cuerpo. Los ejes terrestres

(OExEyE) se denominan ejes de trayectoria de referencia atados a la tierra por medio del

vector de gravedad y proporcionan el marco de referencia inercial para el movimiento de

aeronaves a pequeñas perturbaciones.

2.3.2 Ejes de cuerpo

Un sistema de ejes de cuerpo (Oxbybzb) permite bajo perturbaciones, desde una con-

dición de vuelo inicial, movimientos con la estructura para cuantificarlos en términos de

variables de perturbación, apéndice D-D.1. La configuración del sistema es arbitraria, pe-

ro se recomienda que el plano (Oxbzb) defina el plano de simetŕıa [5], siendo Oxb el eje

paralelo a la linea datum horizontal del fuselaje, Oyb es el eje paralelo al ala principal y

Ozb es el eje en dirección. El origen O se fija en un punto conveniente del fuselaje que

generalmente, pero no necesariamente, coincide con el centro de gravedad.

Figura 2.4: Sistema de ejes de movimiento y aerodinámicos.

Fuente: Autores.

2.3.3 Ejes de estabilidad, aerodinámicos o viento

En vuelo simétrico (5) [5], los ejes (Oxwywzw) son iguales a los ejes de cuerpo girando

sobre Oyb formando un αe, siendo este ángulo cero cuando están totalmente alineados.

Para una condición de vuelo habrá un solo αe, por lo tanto, la orientación de los ejes

de viento es diferente por cada condición. Sin embargó, su orientación se define y se fija

desde el principio moviéndose con respecto a las perturbaciones.

5[10] En la condición de vuelo simétrico, las fuerzas y momentos de perturbación son dadas por la
variación en el ángulo de cabeceo, donde la velocidad lateral, tasa de cambio de balanceo y guiñada son
nulas, por lo tanto, el ángulo de perturbación de balanceo será cero.
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2.3.4 Variables de perturbación

En una aeronave, el movimiento se describe en términos de fuerza, momento, actitud,

velocidades lineales y angulares resueltas en un sistema de ejes desde una condición de

vuelo recto, pero no necesariamente nivelado. Mientras la aceleración sea constante, las

fuerzas y momentos suman cero y se da una condición de equilibrio, por lo tanto, śı se

altera esta condición, las fuerzas y momentos cambiarán, cuantificando el movimiento en

términos de las variables de perturbación [5], apéndice D-D.1, siendo el sentido determi-

nado por la regla de la mano derecha, figura 2.5.

Figura 2.5: Variables de perturbación fijas sobre los ejes de cuerpo.

Fuente: Autores.

2.3.5 Movimientos en una aeronave

Una aeronave es un cuerpo ŕıgido tridimensional que para mantenerse en vuelo genera

movimientos en los ejes X, Y y Z configurados perpendicularmente entre śı, figura 2.5.

El eje longitudinal X, se extiende desde la nariz hasta la cola. Su rotación genera un

ángulo (φ) reflejado en el eje transversal, conocido como roll, alabeo o balanceo debido a

una deflexión (ξ) de los alerones en el ala principal [5], figura 2.6.

Figura 2.6: Vista frontal, movimiento de balanceo.

Fuente: Autores.
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El eje lateral Y, paralelo a la envergadura del ala principal. Su rotación generan un

ángulo (θ) reflejado en el eje longitudinal, conocido como cabeceo ó pitch debido a una

deflexión (η) del elevador en el estabilizador horizontal [5], figura 2.7.

Figura 2.7: Vista lateral izquierda, movimiento de Cabeceo.

Fuente: Autores.

El eje vertical Z, perpendicular al eje longitudinal y lateral. Su rotación generan un

ángulo (ψ), denominado guiñada o yaw, producido por una deflexión (ζ) del rudder en el

estabilizador vertical [5], figura 2.8.

Figura 2.8: Vista superior, movimiento de Guiñada.

Fuente: Autores.

2.3.6 Actitud en aeronaves y ángulos de Euler

Los ángulos definidos por la rotación de la mano derecha (6) alrededor de los ejes de

referencia se denominan ángulos de Euler. El sentido de las rotaciones y su orden es muy

importante, siendo principalmente una orientación angular de los ejes fijos de cuerpo con

respecto a los ejes de la tierra [5]. El orden preciso de las rotaciones suele denominarse

convención zyx, donde cada letra representa el orden, o convención de Tait-Bryan, y es

universalmente usada para orientar aeronaves y veh́ıculos espaciales. En otros campos

como la f́ısica de part́ıculas o astronomı́a, son usuales convenciones como zyz o zxz [4].

El uso directo está en la transformación de componentes de desplazamiento, aceleración,

velocidad lineal y angular desde los ejes del viento a los ejes del cuerpo a partir del

balanceo, cabeceo y guiñada, figura 2.9.

6[11] La regla de la mano derecha es un método para determinar sentidos vectoriales, y tiene como base
los planos cartesianos. Se emplea prácticamente en dos maneras: para sentidos y movimientos vectoriales
lineales, y para movimientos y direcciones rotacionales.
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Los ángulos de actitud son una aplicación de los ángulos de Euler. (Ox0y0z0) son ejes

de referencia y (Ox3y3z3) son ejes fijos en ejes de cuerpo o ejes de viento. La actitud, con

respecto a los ejes de referencia, se puede establecer considerando la rotación alrededor de

cada eje requerido para traer (Ox3y3z3) hacia (Ox0y0z0), donde (Ox0y0z0) y (OxEyEzE)

son los mismos, apéndice D-D.2.

Figura 2.9: Rotaciones de ángulos de Euler.

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.

2.4 Modelo matemático

Un modelo matemático [5], es una descripción numérica de un fenómeno f́ısico enfati-

zando en aspectos significativos para generar conclusiones a partir de gráficas y ecuaciones.

El modelo que permite estudiar el movimiento de una aeronave está constituido por las

ecuaciones generales de movimiento en respuesta por controles como indicador medidor

de desplazamiento, velocidad y aceleración en condiciones de rendimiento, altitud, geo-

metŕıa, masa, entre otras. Los modelos de alta fidelidad son capaces de reproducir la

dinámica con precisión, pero rara vez son simples. A menudo, el deterioro en la fidelidad

puede ser insignificante, siendo necesario desarrollar un modelo que equilibre el aumento

de fidelidad de respuesta con el requisito de mantener la visibilidad funcional.

2.4.1 Derivadas de estabilidad y control aerodinámico

Las derivadas de estabilidad y control aerodinámico relacionan la dinámica de la ae-

ronave y la aerodinámica del fuselaje [5], apéndice D-D.3. Para hallarlas, se asume un

sistema de referencia de ejes de viento, en condiciones de vuelo subsónico con efectos de

número Mach, reduciéndolas a una descripción más simple maximizando la visibilidad de

los fenómenos f́ısicos involucrados. Las expresiones anaĺıticas rara vez son estimaciones

precisas pero con gran utilidad dentro de un análisis de estabilidad y dinámica.
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2.4.2 Ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones de movimiento brindan una correcta comprensión y descripción intan-

gible de las cualidades de vuelo y manejo relacionando estabilidad, parámetros de control

y caracteŕısticas aerodinámicas [5]. En su forma más simple, describen movimientos pe-

queños de perturbación a partir de una condición de equilibrio. En su forma más compleja,

describen e incorporar la estabilidad estática, estabilidad dinámica, efectos aeroelásticos,

perturbaciones atmosféricas y la dinámica del sistema de control. La razón principal de

resolverlas es obtener una descripción matemática vectorial y gráfica de las variables de

movimiento en respuesta a entradas de controles, o perturbaciones. Su solución se centra

en proporcionar una visión clara de la naturaleza de la estabilidad, donde las transforma-

das de Laplace son el método más usado para determinar las funciones de transferencia,

que mediante herramientas computacionales, brindan una imagen completa del comporta-

miento dinámico de la estabilidad, respuesta de tiempo y frecuencia permitiendo el diseño

de sistemas de control de retroalimentación.

2.4.3 Regla de Cramer

La regla de Cramer [5], describe el proceso matemático para resolver conjuntos de

ecuaciones algebraicas lineales, en nuestro caso las ecuaciones de movimiento. Como la

regla de Cramer implica el uso del álgebra matricial, fácilmente se resuelven en MatLab.

Para eliminar el sistema de forma simultánea, lineal y matemática, se describe la forma

de matriz como:

y = Ax (2.11)

donde x y y son vectores de columna y A es una matriz de coeficientes constantes, la regla

de Cramer establece que:

x = A−1y ≡
(

adjuntoA

determinanteA

)
y (2.12)

Donde la solución para xi, de la fila i de la ecuación 2.12 está dada por

xi =
1

|A|
(A1iy1 + A2iy2 + A3iy3 + ...+ Aniyn) (2.13)

El numerador de la ecuación 2.13 es equivalente al determinante de A con la columna

i reemplazada por el vector y. Aśı, la solución de la ecuación 2.11 es encontrar todo xi
evaluando n + 1 determinantes.

2.4.4 Función de transferencia

Las funciones de transferencia [5], son un medio para describir las caracteŕısticas de

un sistema dinámico lineal relacionando la dinámica entre variables de entrada (η, ζ, ξ)
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y salida (u, v, w, q, p, r, θ, φ, ψ). En un modelo matemático de ecuaciones de movimiento

a pequeñas perturbaciones, las funciones de transferencia relacionan variables de entra-

da longitudinales con variables de salida laterales, y viceversa. Todas las funciones de

transferencia se escriben como dos polinomios de operadores de Laplace s, donde el po-

linomio numerador es al menos de orden menor que el polinomio denominador, aunque,

ocasionalmente, suceda al contrario.

2.4.5 Transformada de Laplace

La transformada de Laplace [12], es un operador lineal para la resolución de ecua-

ciones diferenciales lineales no homogéneas en ecuaciones algebraicas, para resolverse por

medios algebraicos facilitando el análisis de un sistema dinámico como una representación

entrada-salida pasando del dominio del tiempo, al dominio de la frecuencia compleja s.

L
{
ẋ(t)

}
= sx(s) − x(0) (2.14)

L
{
ẍ(t)

}
= s2x(s) − sx(0) − ẋ(0)

2.4.6 Teorema de valor inicial y valor final

El teorema de valor inicial permite saber cual es la condición inicial en la que parte

un sistema dinámico, y el teorema de valor final nos indica cual es el valor en estado

estacionario del sistema dinámico. Estos teoremas pueden aplicarse si, y solamente si, el

sistema es estable sin polos fuera de la región de estabilidad [12].

f(t)t→∞ = ĺım
s→0

(sf(s)) (2.15)

f(t)t→0 = ĺım
s→∞

(sf(s))

2.5 Schweizer SGU 2-22

En el siglo XX el método individual de entrenamiento soĺıa ser el más implementado,

por lo tanto, los planeadores (7) monoplazas eran muy comunes dentro del medio, pero no

tan seguros. Esto llevo a diseñar aeronaves biplaza corrigiendo métodos de entrenamiento,

sustentados en la seguridad, eficiencia y economı́a. Requerimientos como la disposición

de lanzamiento del cabrestante y asientos en tándem llevaron a los hermanos Schweizer a

buscar la mejor opción para ofrecer al mercado. De esta forma es diseñado y fabricado el

Schweizer SGU 2-22 a partir del SGU 1-21 y SGU 1-7 ; donde se continuó con la misma

7[13] Planeador: Aeronave más pesada que el aire propulsada con motor, o sin motor, de ala fija, con
caracteŕısticas diferentes a las aeronaves empleadas para las operaciones de servicios aéreos comerciales.
Independientemente de que su diseño cuente o no con un certificado tipo, principalmente, deriva su
sustentación en vuelo de reacciones aerodinámicas sobre superficies que permanecen fijas en determinadas
condiciones de vuelo.
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posición del instructor y estudiante adelante del ala principal, manteniendo los ĺımites de

centros de gravedad, sin compartimiento de paracáıdas. Al igual que el SGU 1-7, el ala

era metálica, con un larguero simple construido a partir de extrusiones de aleación en

las secciones, las costillas eran prensadas con láminas de revestimiento de aleación sobre

el borde de ataque; y finalmente, techado con una tela en la parte trasera del ala. La

experiencia adquirida en aviones militares de metal, y equipos de metalurgia, llevaron a

un diseño de fuselaje en tubo de acero cromado brillante, figura 2.10. De igual forma, se

usaron piezas del SGU 1-19 como el fuselaje trasero, al igual que los sistemas de control y

accesorios pequeños. Bajo pruebas, el prototipo cumplió con los requisitos establecidos; el

peso era de 450 lb, lo que permit́ıa 380 lb para los dos tripulantes; era fácil de volar, con

su carga alar relativamente baja y su baja tasa de descenso, pod́ıa girar con fuerza. Era

bueno para ascender en condiciones térmicas ligeras, y muy estable. Un aspecto negativo

es que no pod́ıa girar bien en altas velocidades [14].

Figura 2.10: Estructura Schweizer SGU 2-22.

Fuente: Autores.

La fabricación comienza en mayo de 1946 estableciendo un récord en vuelo de pla-

neadores de dos asientos de 10 horas y 9 minutos. En 1957 la Fuerza Aérea adquiriere

el SGU 2-22A para su entrenamiento con una nariz más larga, equipado con paracáıdas

y un peso total de 900 lb siendo el modelo SGU 2-22B la versión civil. El SGU 2-22C

teńıa alerones más estrechos, lo que redujo la fuerza de control sin reducir su efectividad.

En 1963 se hicieron modificaciones adicionales en el asiento, con una cabina más grande,

un panel transparente para una mejor visión y espacio, se introdujo un nuevo pat́ın, ya

que el diedro y la posición del ala causaban fracturas en aterrizajes. Este nuevo modelo

se conoció como el SGU 2-22E, y se construyeron ochenta y siete, más doce de la versión

del kit, SGU 2-22EK. El SGU 2-22 pocas veces estuvo involucrado en accidentes, pero

nunca fueron por fallas en el diseño, sino por descuidos humanos, más de 200 ejemplares

permanecieron activos en 1983, un buen número de ellos aún volaban en 1996 [14].
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2.6 Estabilidad

La estabilidad es la caracteŕıstica principal que posee una aeronave para explicar su

comportamiento en vuelo. Existen dos tipos de estabilidad: Estabilidad estática y Es-

tabilidad dinámica. Se suele estudiar cada una por separado, pero la realidad es que la

estabilidad dinámica y estabilidad estática son inseparables y se deben estudiar juntas.

Aśı la estabilidad estática se interpreta como la descripción de la tendencia de una ae-

ronave para orientarse a su condición inicial de equilibrio debido a una perturbación. La

estabilidad dinámica describe la trascendencia de un movimiento involucrado en la re-

cuperación del equilibrio debido a una perturbación. Para una aeronave es importante

poseer ambos tipos de estabilidad estática y dinámica con el objetivo de ser segura en

vuelo. Sin embargo, el grado de estabilidad es dado en muchos casos por la efectividad de

los controles y la misión para cual es diseñada la aeronave [5].

2.6.1 Estabilidad estática

Estabilidad estática longitudinal

En la estabilidad estática longitudinal consideramos primordiales las acciones del piloto

por medio del elevador para balancear la aeronave cuando esta lo requiera. Particularmen-

te, el desplazamiento del control está determinado por la estabilidad de controles fijos,

y la fuerza ejerćıa del control esta determinada por la estabilidad a controles libres. Aśı,

para una aeronave estáticamente estable, el margen de estabilidad Kn es positivo y la

posición del centro gravedad h estará delante de punto neutro de controles fijos hn, siendo

determinados con respecto el centro de gravedad. El ĺımite del margen delantero corres-

ponde al punto neutro de controles fijos, mientras que el ĺımite trasero es determinado

por el margen de estabilidad máximo permitido. Dentro del trabajo de balanceo total, se

asume que el piloto siempre mantiene los controles en el ángulo del elevador requerido y la

potencia suficiente para garantizar el nivel de vuelo, donde en muchos casos será necesario

variar los controles a nuevas posiciones para nuevos estados de balanceo. Por lo tanto,

la estabilidad estática se deduce fácilmente desde un momento de cabeceo restauradora

a una condición inicial de equilibrio. Esta condición de estabilidad estática longitudinal

se determina trazando el coeficiente de momento de cabeceo Cm, para la variación en la

incidencia α, figura 2.11. La explicación f́ısica está en que la perturbación aumenta la

incidencia y lleva a la aeronave a un punto fuera de equilibrio donde el coeficiente del

momento se vuelve negativo y, por lo tanto, se está restaurando. Claramente, una pertur-

bación de nariz abajo lleva a la misma conclusión. De esta forma, la aeronave es estable

cuando la pendiente de esta gráfica es negativa siendo expresada como [5]:

dCm
dα

< 0 (2.16)
dCm
dCLw

< 0
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Figura 2.11: Condición de estabilidad longitudinal.

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.

El momento de restauración disminuye a medida que el grado de estabilidad se reduce

y se convierte en cero para una estabilidad neutral. Cuando la aeronave no está estable,

el signo positivo se muestra. De ello se deduce, entonces, que los márgenes de estabilidad

determinan la magnitud de las acciones de control necesarias para estabilizar la aeronave.

Estabilidad estática lateral-direccional

La estabilidad estática lateral-direccional normalmente se fija desde el diseño y, por lo

general, permanece más o menos constante. Esta situación puede descomponerse cuando

se considera una maniobra de gran amplitud, donde el comportamiento aerodinámico nor-

malmente lineal puede volverse no lineal y causar cambios dramáticos en las caracteŕısti-

cas. Se considera que una aeronave es estable estáticamente en el eje lateral-direccional

cuando la fuerza lateral total y los momentos totales de balanceo y guiñada son cero. Esta

condición se cumple cuando una aeronave es geométricamente simétrica, coincidiendo que

en un desarrollo de vuelo los márgenes de estabilidad estática permanecerán constantes

de manera que no significarán una alteración. De esta forma, los factores determinantes

serán el efecto del ángulo diedro Γ, el ángulo de flechamiento Λ1/4 y las contribuciones

hechas por el estabilizador vertical. Cada factor tiene sus ventajas y desventajas, don-

de desde el diseño se puede llegar a dar una configuración ideal bajo requerimientos del

tipo de aeronave y la categoŕıa de fase de vuelo que esta pueda alcanzar [5]. Por otro

lado, la estabilidad se puede evaluar desde la capacidad de mantener el nivel de vuelo en

maniobras de balanceo como:
dCl
dβfin

< 0 (2.17)
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Figura 2.12: Tipos de estabilidad dinámica.

Fuente: Autores.

2.6.2 Estabilidad Dinámica

La estabilidad dinámica puede ser: neutra (a), positiva (b) y negativa (c), figura 2.12.

Los modos son producidos debido a perturbaciones por entradas de controles, cambios de

potencia, cambios estructurales e influencias atmosféricas cuantificados en tiempo, tasas

de amortiguación ζ y frecuencias naturales ω [4].

Modos de estabilidad dinámica en el eje Longitudinal

Modo Fugoide:

El modo fugoide es una oscilación de baja frecuencia, ligeramente amortiguada, debido

a la velocidad axial fija al ángulo de cabeceo y un cambio de altitud. La incidencia de

ala (αw) permanece constante durante la perturbación limitando el modo al movimiento

longitudinal, con magnitudes de cambios de incidencia y tasas de cabeceo muy pequeñas.

T́ıpicamente, la frecuencia natural (ωp) está en el rango de 0.1 rad/s a 1 rad/s y la relación

de amortiguamiento (ζp) es muy baja. Sin embargo, las caracteŕısticas de amortiguación

pueden verse sustancialmente influidas por efectos de los motores, si los hay [5].

Figura 2.13: Desarrollo del movimiento modo fugoide.

Fuente: Autores.
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Considerando la figura 2.13, inicialmente en vuelo recto y nivelado con una velocidad

V0, donde la sustentación y el peso son iguales. Si permitimos que la velocidad disminuya

en su componente u(t), se reflejará una perturbación por la disminución de la sustentación,

provocando perdidas de altura variando el ángulo de cabeceo en dirección negativa. Siendo

aśı, aumentará la velocidad, y por lo tanto, la componente de sustentación volverá a ser

igual o mayor que la componente de peso, lo que se manifestaŕıa en un ascenso volviendo

al estado inicial de vuelo recto y nivelado. La maniobra de restauración del modo fugoide

se visualizará como una sinusoidal hasta lograr su estado de equilibrio. La configuración

de ala principal, el estabilizador horizontal, la combinación del efecto diedro y la posición

sobre el fuselaje del ala principal determinará el tiempo de recuperación del modo [5].

Modo de periodo corto:

El modo de peŕıodo corto es una oscilación amortiguada del ángulo θ sobre el eje

OY visualizada como una sinusoidal de segundo orden sobre la incidencia del ala (α(w)),

variando la tasa de cabeceo y la actitud del ángulo θ. Normalmente, la frecuencia natural

(ωs) está en el rango de 1 rad/s a 10 rad/s y la relación de amortiguamiento (ζs) a

menudo es inferior a lo deseado. La velocidad es casi constante en u(t), donde los efectos

de inercias y de momentos, hacen que sea despreciable [5].

La interpretación f́ısica es un sistema amortiguado de masa-resorte sobre el eje OY.

En una perturbación del ángulo θ desde un estado de equilibrio el efecto resorte produce

un momento de restauración, dando lugar a una oscilación de cabeceo, figura 2.14. Los

efectos de amortiguamiento no son mecánicos sino son producidos por la configuración

aerodinámica, donde no necesariamente brindará efectos de estabilización. Sin embargo,

se asume que la rigidez y los efectos de amortiguación están dominados por la contribución

aerodinámica del estabilizador horizontal dada la tendencia a alinearse con la dirección del

flujo de aire. La dinámica total depende no solo del estabilizador horizontal, sino también

de magnitudes adicionales de otros componentes de la estructura, cuando la estabilidad

total es marginal, las contribuciones adicionales se tienen en cuenta dificultando identificar

y cuantificar los principales restauradores del modo [5].

Figura 2.14: Desarrollo del movimiento modo de periodo corto.

Fuente: Autores.
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Modos de estabilidad dinámica en el eje Lateral-Transversal

Modo de balanceo:

El modo de balanceo es una caracteŕıstica no oscilatoria que se manifiesta como un

retraso en el movimiento de balanceo. Suponiendo restricción al movimiento sobre el eje

OX, en condiciones iniciales de vuelo recto y nivelado, si se experimenta una perturbación,

se producirá una velocidad angular φ̇ de acuerdo con la segunda ley de movimiento de

Newton. Dentro del movimiento, el ala experimenta un componente w(t), resultando en un

aumento en la incidencia del ala derecha y una pequeña disminución en la incidencia del ala

izquierda. La diferencia de sustentación, en cada ala, da lugar a un momento de balanceo

restaurador, figura 2.15. De igual forma, el arrastre inducido suele ser pequeño e ignorado

donde la velocidad aumentará exponencialmente hasta lograr un equilibrio del momento

perturbador, estableciendo una tasa de rotación p constante. En la práctica, este tipo de

comportamiento es transitorio en lugar de continuo, en algunas aeronaves diseñadas para

operar en condiciones aerodinámicas no lineales, es posible que las condiciones f́ısicas se

descompongan por completo dando como resultado una rápida desviación de la maniobra,

seguida por un movimiento lateral de naturaleza peligrosa. Sin embargo, en aeronaves

convencionales, el modo se muestra al piloto como un retraso en la respuesta de los

controles. El tiempo depende del momento de inercia y de las propiedades aerodinámicas

del ala, como: ángulo diedro, ubicación sobre el fuselaje y ángulo de barrido, y suele ser

de 1s o menos [5].

Figura 2.15: Desarrollo del movimiento modo de balanceo.

Fuente: Autores.

Modo de balanceo holandés:

El modo de balanceo holandés es una oscilación amortiguada de guiñada sobre el eje

de OZ acompañado de un balanceo y un deslizamiento lateral, figura 2.16. Fundamental-

mente, es el equivalente al modo de peŕıodo corto, sin embargo, el estabilizador vertical

es menos efectivo que el estabilizador horizontal como restaurador, y la amortiguación a

menudo es inadecuada. El fenómeno f́ısico esta en asumir restricción de guiñada sobre el

eje OZ, por el estabilizador vertical. Por lo tanto, desde una condición de vuelo recto y
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nivelado, una perturbación de guiñada hace que la amortiguación produzca un momento

de guiñada de restauración en un movimiento oscilatorio clásico. Sin embargo, la velocidad

relativa del aire sobre el ala izquierda y derecha da lugar a una perturbación debido a la

diferencia en la elevación y arrastre inducido, produciendo una oscilación en el balanceo

con una diferencia de fase entre el movimiento de guiñada y balanceo. En consecuencia,

la manifestación del modo de balanceo holandés viene dada por la trayectoria eĺıptica de

las alas en relación con el horizonte, donde el balanceo conduce a un movimiento de des-

lizamiento lateral, aunque la velocidad de deslizamiento es generalmente pequeña. Tanto

la amortiguación, como la rigidez, están determinadas por el estabilizador vertical, siendo

una gran envergadura la mejor opción para un modo estable. Desafortunadamente, esto

contradice el requisito de un modo de espiral estable. El compromiso del diseño resulta en

una aeronave con un modo espiral ligeramente inestable y un modo de balanceo holandés

mal amortiguado. Por supuesto, la dinámica asociada al modo sugiere que deben haber

otras contribuciones aerodinámicas, además del estabilizador vertical, las cuales general-

mente sean significativas. Sin embargo, es muy dif́ıcil cuantificar todas las contribuciones

aerodinámicas con algún grado de exactitud [5].

Figura 2.16: Desarrollo del movimiento modo de balanceo holandés.

Fuente: Autores.
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Modo Espiral:

Figura 2.17: Desarrollo del movimiento modo espiral.

Fuente: Autores.

El modo espiral es no-oscilatorio, lento, con movimientos de balanceo, guiñada y des-

lizamiento lateral. Sus caracteŕısticas se deben a la estabilidad estática lateral-direccional

debido a una perturbación en el deslizamiento lateral junto a un balanceo que hace que

el ala descienda. Suponiendo una condición de vuelo recto y nivelado, una perturbación

genera un ángulo de balanceo resultando en una velocidad de deslizamiento lateral varian-

do la incidencia del estabilizador vertical, que por su componente de sustentación, genera

un momento de guiñada en dirección del deslizamiento lateral, donde esta diferencia de

sustentación a lo largo de la envergadura del ala, da lugar a un momento de balanceo

que hace que el ala descienda aún más, figura 2.17. Simultáneamente, el efecto del ángulo

diedro y el estabilizador vertical generan un momento de restauración devolviendo el ala

a una actitud nivelada dentro de los 100 segundos o más. T́ıpicamente, los requisitos de

estabilidad estática obligan que si el efecto diedro es mayor, el modo es estable siendo el

ala lenta para recuperar una actitud de equilibrio permitiendo a los pilotos poder afron-

tarlo; si el efecto del estabilizador vertical es mayor, el modo es inestable. Cuando es
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neutral, simplemente se vuela en una maniobra de balanceo constante. En consecuencia,

se permite un modo inestable siempre que su constante de tiempo sea grande debido a

que es muy lento para desarrollar aceleraciones, siendo insignificantemente pequeñas. Aśı,

las señales visuales se convierten en las ayudas más importantes para el piloto donde el

movimiento de balanceo es una condición de vuelo, mientras que en un espiral el descenso

no controlado del ala es algo habitual [5].

2.7 Diagramas de análisis de estabilidad

2.7.1 Diagrama de Bode

El diagrama de Bode es una herramienta para el análisis y diseño de sistemas de

control lineales (8). En caso de ausencia de una computadora, se puede bosquejar por la

aproximación de magnitud y fase con segmentos, donde le cruce de ganancia, el curva de

fase, el margen de ganancia y el margen de fase se determinaran fácilmente [12].

Figura 2.18: Diagrama Bode en respuesta de actitud de cabeceo.

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.

El diagrama de Bode comprende dos gráficos, el gráfico de ganancia y el gráfico de fase

representadas contra log10 (ω), figura 2.18. En la gráfica de ganancia en decibelios dB, el

margen es positivo y el sistema es estable si la magnitud tiende al cruce de fase negativo.

8[15] Un sistema es lineal si la salida sigue fielmente los cambios producidos en la entrada. En la
mayoŕıa de los sistemas de control lineales, la salida sigue la misma forma de la entrada, pero en los casos
que la salida no verifique la misma forma de la entrada, para ser considerado un sistema lineal, la salida
deberá reflejar los mismos cambios generados en la entrada.
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Si el margen se mide arriba de 0 dB, el margen será negativo, y el sistema inestable. En

la gráfica de fase en grados, el margen es positivo y el sistema estable si la fase es mayor

que -180 grados en el cruce de ganancia. Si el margen de fase se mide abajo del eje de

-180 grados, el margen es negativo, y el sistema inestable [12].

2.7.2 Gráfico del lugar de las ráıces

Figura 2.19: Gráfico del lugar de las ráıces.

Fuente: Autores.

En una función de transferencia las ráıces son dadas por el śımbolo X y los ceros

por el śımbolo O dentro del gráfico del plano s. Los ceros hacen referencia al valor para

s donde el numerador es cero; las ráıces son el valor para s donde el denominador es

cero. Al representar en un plano s la ráıces y ceros, brindamos un análisis cualitativo del

estado de una función de transferencia bajo sus ganancias posibles. El gráfico del lugar

de las ráıces permite determinar información detallada sobre la estabilidad de un sistema

dinámico mostrando las ráıces, o polos, con la ganancia de realimentación en un plano s,

obligando a una correcta interpretación conociendo sus limitaciones, especialmente cuando

se utiliza para evaluar el aumento del control y estabilidad, figura 2.19. Las ráıces estables

tienen partes reales negativas y se encuentran en la mitad izquierda del plano s; las ráıces

inestables tienen partes reales positivas y se encuentran en la mitad derecha del plano s

y las ráıces que describen la estabilidad neutral tienen cero partes reales y se encuentran

en el eje imaginario. Las ráıces complejas se encuentran en la mitad superior del plano s,

sus conjugados se encuentran en la mitad inferior del plano s y, dado que sus ubicaciones

se reflejan en el eje real, es habitual que solo se muestre la mitad superior del plano. Las

ráıces complejas describen el movimiento oscilatorio, por lo que se encuentran en el plano
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s y no en el eje real. Las ráıces que se encuentran en el eje real describen movimientos no

oscilatorios cuyas constantes de tiempo están dadas por T = 1/σ. Por lo tanto, una ráız

que se encuentra en el origen es neutralmente estable y tiene una constante de tiempo

infinita. A medida que las ráıces reales se alejan del origen, sus constantes de tiempo

disminuyen, en el sentido estable en el semiplano izquierdo y en el sentido inestable en el

semiplano derecho [5].

2.7.3 Gráfico de respuesta de escalón unitario

La respuesta de escalón unitario calcula la salida temporal de una función transferencia

asumiendo un estado inicial de cero, permitiendo conocer el tiempo de respuesta de la

señal para alcanzar su estado estacionario en forma de frecuencia por medio de un gráfico

de amplitud contra tiempo en segundos, figura 2.20 [16].

Figura 2.20: Gráfico de respuesta de escalón unitario.

Fuente: Autores.

2.8 Normas de cualidades de vuelo

Las normas de cualidades de vuelo son requisitos técnicos promulgados por las au-

toridades hacia las aeronaves y su operación englobando requerimientos relativos de ae-

ronavegabilidad, operaciones, mantenimiento y tripulación. En general tienen un doble

objetivo: obtener un nivel adecuado de seguridad de la aeronave durante su operación,

y garantizar que no hayan limitaciones en la capacidad de llevar a cabo la misión para

la cual ha sido diseñada. El primero tiene más peso en aeronaves civiles y el segundo en

aeronaves militares [4].

Las cualidades de vuelo determinan la opinión del piloto sobre la facilidad de controlar

la aeronave y llevar a cabo la misión pretendida en condiciones adecuadas. El concepto en-

globa tres aspectos: Cualidades de manejo, relacionadas con los desplazamientos y fuerzas

sobre los mandos, movimientos de respuesta y psicoloǵıa, fisioloǵıa y ergonomı́a del piloto;

Capacidad de mando, relacionada con la capacidad para efectuar cambios de equilibrio

alrededor del centro de gravedad, con el fin de alterar la actitud de vuelo a voluntad del

piloto; y Cualidades de confort, relacionadas con las magnitudes y frecuencias lineales y
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angulares, presiones, temperatura y humedad en cabina, visibilidad exterior e interior,

cantidad y presentación de datos y referencias, niveles de ruido, diseño del asiento, y

demás aspectos de psicoloǵıa, fisioloǵıa y ergonomı́a a las que está sometido el piloto [4].

2.8.1 Importancia de la aeronave

En términos de la aeronave la dinámica determina una amplia variación en las ca-

racteŕısticas de la estabilidad y control, donde estas pueden ser toleradas dentro de unos

rangos aceptables de cualidades de vuelo. Sin embargo, es apropiado que estas cualidades

de vuelo sean ajustadas al tipo de aeronave y maniobras llevadas a cabo. De esta forma,

los requerimientos de cualidades de vuelo son formulados [5].

Clasificación de aeronaves

El tipo de aeronaves es clasificado de acuerdo a la dimensión y peso, cuadro 2.2 [5].

Cuadro 2.2: Clasificación de aeronaves.
Clase I Aeronaves pequeñas y ligeras.
Clase II Aeronaves de peso medio, de baja a mediana maniobrabilidad.
Clase III Aeronaves grandes, pesadas, de baja a mediana maniobrabilidad.
Clase IV Aeronaves de alta maniobrabilidad.

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.

Fase de vuelo

Una misión de vuelo puede ser definida como la secuencia de tareas de pilotaje descritas

en fases de vuelo. Las fases de vuelos son agrupadas dentro de tres categoŕıas y cada

categoŕıa comprende una variedad de tareas requiriendo cualidades de vuelo similares

para una ejecución exitosa, cuadro 2.3 [5].

Cuadro 2.3: Fase de vuelo.

Categoŕıa A
Fases de vuelo no terminales que requieren maniobras rápidas,
seguimiento de precisión o control de trayectoria de vuelo preciso.

Categoŕıa B
Fases de vuelo no terminales que requieren maniobras graduales,
seguimiento menos preciso y control preciso de la trayectoria
de vuelo.

Categoŕıa C
Fases de vuelo terminal que requieren maniobras graduales
y control de trayectoria de vuelo de precisión.

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.

Niveles de cualidades de vuelo

Los niveles de cualidades de vuelo cuantifican el grado de aceptabilidad de una aero-

nave en su habilidad de completar una misión de vuelo indicando la gravedad de la carga

28



Caṕıtulo 2. Marco Teórico

de trabajo del piloto, cuadro 2.4. El nivel 1 implica una funcionabilidad de la aeronave

al 100 % de su capacidad, logrando una misión de vuelo con aceptable carga de trabajo

para piloto. Por lo tanto, en caso de una falla en el fuselaje, motor o sistemas podŕıan

disminuir el grado. Aśı, entendemos que los niveles dependen del estado de falla de la

aeronave la cual es dependiente en la confiabilidad de sus componentes [5].

Cuadro 2.4: Niveles de cualidades de vuelo.
Nivel 1 Cualidades de vuelo adecuadas para la fase de vuelo de la misión.

Nivel 2
Cualidades de vuelo adecuadas para lograr la fase de vuelo de la misión,
pero con un aumento en la carga de trabajo del piloto y, o, degradación en
la efectividad de la misión.

Nivel 3
Cualidades de vuelo degradado, de tal manera que el avión puede ser
controlado, con una efectividad inadecuada de la misión y una alta carga
de trabajo para el piloto.

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.

2.8.2 Requerimientos de cualidades vuelo y manejo

Oscilación de cabeceo de periodo corto

El modo de periodo corto se cuantifica en términos de la tasa de amortiguamiento,

categoŕıa de la fase de vuelo y del nivel de las cualidades de vuelo, cuadro 2.5 [5].

Cuadro 2.5: Amortiguamiento modo de periodo corto.

Fase de vuelo
Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

ζsmin ζsmax ζsmin ζsmax ζsmin
Categoŕıa A 0.35 1.30 0.25 2.00 0.10
Categoŕıa B 0.30 2.00 0.20 2.00 0.10
Categoŕıa C 0.50 1.30 0.35 2.00 0.25

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.

Cuadro 2.6: Control anticipation parameter.
Categoŕıa A B C
CAP Min Max Min Max Min Max

Nivel 1 0.28 3.6 0.085 3.6 0.16 3.6
Nivel 2 0.16 10.0 0.038 10.0 0.096 10.0
Nivel 3 0.16 - 0.038 - 0.096 -

Fuente: Tierno, M. Á. G., Cortés, M. P., & Márquez, C. P. (2012). Mecánica del vuelo.
Ibergaceta.
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Fugoide

Las dificultades de manejo pueden ser molestas si ωp/ωs ≤ 0,1 [5].

Cuadro 2.7: Amortiguamiento modo fugoide.
Nivel de cualidades de vuelo ζpmin

1 0.04
2 0
3 Inestable, Tp > 55s

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.

Modo balanceo

El modo de balanceo describe la dinámica lateral, lo cual es un factor importante en

la determinación de las cualidades de manejo laterales, cuadro 2.8 [5].

Cuadro 2.8: Tiempo de modo de balanceo.

Tipo de aeronave Fase de vuelo
Trmax(segundos)

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

I, IV A, C 1.0 1.4 -
II, III A, C 1.4 3.0 -
I, II, III, IV B 1.4 3.0 -

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.

Modo espiral

Un modo espiral estable es aceptable dependiendo su tiempo de respuesta. Sin embar-

go, desde que el tiempo de respuesta sea constante, cualquier aeronave en modo espiral

daŕıa lugar a un comportamiento dinámico muy lento, no cŕıtico para el manejo a menos

que sea muy inestable, cuadro 2.9 [5].

Cuadro 2.9: Tiempo constante del modo espiral.

Fase de vuelo
Tsmin(segundos)

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

A, C 17.3 11.5 7.2
B 28.9 11.5 7.2

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.
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Modo balanceo holandés

El modo de balanceo holandés es modo de periodo corto y tiene una gran influencia

en el manejo lateral-direccional, por lo tanto, sus requerimientos de amortiguación y

frecuencia son especificados con gran detalle, cuadro 2.10 [5].

Cuadro 2.10: Amortización y frecuencia modo balanceo holandés.

Tipo Fase
Valores mı́nimos

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3
ζd ζdωd ωd ζd ζdωd ωd ζd ωd

I, IV Cat A 0.19 0.35 1.0 0.02 0.05 0.5 0.0 0.4
II, III Cat A 0.19 0.35 0.5 0.02 0.05 0.5 0.0 0.4
Todas Cat B 0.08 0.15 0.5 0.02 0.05 0.5 0.0 0.4
I, IV Cat C 0.08 0.15 1.0 0.02 0.05 0.5 0.0 0.4
II, III Cat C 0.08 0.10 0.5 0.02 0.05 0.5 0.0 0.4

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.

2.9 Criterio de Routh-Hurwitz

El criterio de Routh-Hurwitz es un método para determinar la localización de los ceros

de un polinomio con coeficientes constantes reales con respecto a los semiplanos izquierdo

y derecho del plano s. Debido a que los programas para encontrar ráıces pueden resolver

los ceros de un polinomio con facilidad, el valor del criterio de Routh-Hurwitz está limitado

a ecuaciones con por lo menos un parámetro desconocido [12].

F (s) = ans
n + an−1s

n−1 + ...+ a1s+ a0 = 0 (2.18)

Para que la ecuación 2.18 no tenga ráıces con partes reales positivas, todos los coeficientes

deben tener el mismo signo y ninguno puede ser cero. Aśı, la condición está en que los

determinantes de Hurwitz sean positivos. En donde los coeficientes con ı́ndices mayores

que n o negativos deben reemplazarse con ceros.

D1 = an−1

D2 =

∣∣∣∣∣an−1 an−3

an an−2

∣∣∣∣∣
D3 =

∣∣∣∣∣∣∣
an−1 an−3 an−5

an an−2 an−4

0 an−1 an−3

∣∣∣∣∣∣∣ (2.19)
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Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an−1 an−3 an−5 · · · 0

an an−2 an−4 · · · 0

0 an−1 an−3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · a0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
El primer paso, es arreglar los coeficientes en dos reglones entre pares e impares desde el

menor hasta el mayor.

an an−2 an−4 an−6 · · ·
an−1 an−3 an−5 an−7 · · ·

Luego se arreglan mediante las operaciones indicadas, por ejemplo:

a6s
6 + a5s

5 + a4s
4 + a3s

3 + a2s
2 + a1s+ a0 = 0 (2.20)

s6 a6 a4 a2 a0

s5 a5 a3 a1 0
s4 a5a4−a6a3

a5
= A a5a2−a6a1

a5
= B a5a0−a6×0

a5
= a0 0

s3 Aa3−a5B
A

= C Aa1−a5a0
A

= D A×0−a5×0
A

= 0 0
s2 BC−AD

C
= E Ca0−A×0

C
= a0

C×0−A×0
C

= 0 0
s1 ED−Ca0

E
= F 0 0 0

s0 Fa0−E×0
F

= a0 0 0 0

Completada la tabulación, se analizan los signos de los coeficientes de la primera

columna. Las ráıces de la ecuación están en el semiplano izquierdo del plano s si todos

los elementos son del mismo signo. El número de cambios de signos es igual al número

de ráıces con partes reales positivas o en el semiplano derecho del plano s. Por lo tanto,

si todos los determinantes de Hurwitz son positivos, los elementos en la primera columna

de la tabulación de Routh deberán ser del mismo signo.
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Estado del arte

3.1 Estudios a nivel Nacional

• Diseño detallado de la superficie alar y mecanismos de hipersusten-

tación y control de un Planeador Luftwinter. Henao C. Claudia M.

(2007).[17]

Se optimizó el diseño del planeador Cóndor I desde la superficie alar, envergadura,

relación de aspecto y relación de taperado para lograr volar por más tiempo sin

depender en su totalidad de condiciones meteorológicas.

• Diseño estructural detallado del fuselaje de las tesis titulada “Diseño

preliminar de un planeador de ala ŕıgida con vuelo controlado”. Pinto

G. Oscar F. (2008).[18]

Se validó y rediseñó estructuralmente el fuselaje del planeador desarrollado en el

proyecto “diseño preliminar de un planeador de ala ŕıgida de vuelo controlado”

estudiando los requisitos necesarios para obtener la certificación de un planeador

con superficies de control.

• Cálculo Y Diseño Conceptual Y Preliminar De Un Planeador Mono-

plaza Tipo Standard Class De Categoŕıa Utilitario. Gómez Barrero, F.,

Méndez Moreno, Aurelio dir. (2012).[19]

Se propuso un diseño conceptual y preliminar de un planeador categoŕıa Standard

Class presentando una comparación de planeadores por categoŕıas junto con los

cálculos y análisis pertenecientes a los aspectos más importantes y relevantes del

área exterior del planeador, como una parte de su rendimiento.
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• Diseño preliminar de un planeador en configuración ala volante con

capacidad para una persona. Mej́ıa Giraldo, A., López Rı́os, A. A.

(2014).[20]

Se diseño un ala volante sin propulsión con capacidad para una persona, omitiendo

parte del fuselaje y empenaje. El trabajo consistió en investigar el estado del arte

y marco teórico. Empleando herramientas computacionales se calcularon fuerzas,

momentos aerodinámicos y un análisis estructural seleccionando posibles materiales

para definir el concepto final del diseño.

• Estudio del rendimiento aerodinámico y de estabilidad sobre la imple-

mentación de un ala de envergadura variable para una aeronave tipo

planeador de entrenamiento categoŕıa utilitaria. Carranza Vargas, P.

M., Chapetón calderón, A. F. (2015).[21]

Se estudió el rendimiento aerodinámico y de estabilidad del planeador ATLAS I en

una condición de ala extendida y ala retráıda durante vuelo de crucero, identificando

la estabilidad estática y dinámica.

3.2 Estudios a nivel Internacional

• On the dynamic longitudinal stability of sailplanes with fixed and free

controls. Morelli. P.(1960).[22]

Se estudió comportamiento oscilatorio longitudinal de un planeador, recalcando en

la ampliación del estudio para movimientos oscilatorios asimétricos.

• Application of nonlinear QFT to flight control design for high AOA

maneuvers with thrust vectoring. Rasmussen, S.J.(1991).[23]

Por medio de la teoŕıa de retroalimentación cuantitativa no lineal (QFT), se diseño

un sistema de control de vuelo (FCS) para un YF-16 de la Fuerza Aérea de Estados

Unidos. Para esto, se eligieron maniobras de rango visual deseables durante el com-

bate desarrollando las funciones de transferencia mediante el uso de la identificación

del sistema, con variables de tiempo de entrada/salida. Después de identificar las

funciones de transferencia, se utilizó la técnica QFT de salida múltiple en cascada

de entrada múltiple para diseñar el FCS simulando y controlando el sistema, per-

mitiendo sacar deducciones importantes para el programa de simulación en vuelo.

• Longitudinal dynamic of towed sailplane. de Matteis. Guido (1993).[24]

Se investigó la estabilidad longitudinal de planeadores arrastrados por cable, rela-

cionando la dinámica del cable en un sistema lineal de ecuaciones. Se demuestran

fuertes interacciones entre los movimientos de cable, remolque y planeador, condu-

ciendo a situaciones inestables en vuelo.
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• Stability augmentation of a sailplane in towed flight. De Matteis, G.,

Tamilia, W. (1993).[25]

Se diseñó un sistema de control automático para un planeador en vuelo remolcado,

cuyo objetivo principal es controlar la posición relativa de remolque y planeador.

El movimiento controlado del planeador se simula mediante un modelo dinámico

general en los ejes de cuerpo.

• Modelización CAD y análisis aerodinámico y estructural del planeador

Fauvel AV-22. Borrell Rodŕıguez, X. (2010).[26]

Se modeló un planeador mediante una aplicación de diseño asistido por ordena-

dor a partir de sus planos de construcción para efectuar posteriormente un análisis

aerodinámico y estructural. De igual forma, se detalla el proceso de modelización

del planeador mostrando las técnicas empleadas para la resolución de los distin-

tos problemas particulares que plantea la modelización de un aerodino. También se

muestran las estrategias de preparación del modelo obtenido para una simulación

computacional, tanto aerodinámica como mecánica. Finalmente, se proponen modi-

ficaciones al proceso de construcción del planeador como conclusión de los resultados

obtenidos.

35
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Marco legal

• RAC-22. Estándares de aeronavegabilidad: planeadores y moto planea-

dores.[27]

Adaptación para Colombia, por parte de la UAEAC, de la norma CS-22 del Regla-

mento EC 1592/2002 de la Agencia Europea de Seguridad Aérea (EASA).

• RAC-45. Identificación de aeronaves y componentes de aeronaves.[13]

Identificación de aeronaves, motores y hélices que son fabricados bajo los términos

de un “certificado de tipo” o de un “certificado de producción”. Adaptación de la

Norma LAR 45 sobre Identificación de Aeronaves y Componentes de Aeronaves.

• CS-22. Certification Specifications for Sailplanes.[28]

Esta especificación cubre los requisitos de aeronavegabilidad para el diseño de ae-

ronaves livianas de ala fija con o sin motor, planeadores. La estabilidad se muestra

mediante una tendencia a que el planeador regrese a un vuelo estable después de:

(1) un aumento de velocidad, seguido de una liberación no brusca del cabeceo; y (2)

una disminución de la velocidad, seguido de una liberación no brusca del cabeceo.

Los requisitos de resistencia se especifican en términos de factor de cargas ĺımite y

cargas finales.

• MIL-STD-1797A. Flying Qualities of Piloted Aircraft.[29]

Esta norma contiene los requisitos de cualidades de vuelo y manejo. Su objetivo

es garantizar las cualidades de vuelo para un rendimiento adecuado de la misión

y la seguridad de vuelo independientemente de la implementación del diseño o el

aumento del sistema de control de vuelo. Los requisitos de esta norma se aplican

durante el diseño, construcción, prueba y aceptación de la aeronave.
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• MIL-F-8785C. Flying Qualities of Piloted Airplanes.[30]

Esta especificación contiene los requisitos para las cualidades de vuelo y manejo,

en vuelo y en tierra, de los aviones militares, tripulados y pilotados de EE.UU. Su

objetivo es garantizar cualidades de vuelo que proporcionen un rendimiento ade-

cuado de la misión y seguridad de vuelo independientemente de la implementación

del diseño o la mecanización del sistema de control de vuelo. La estructura de la

especificación permite su uso para guiar estos aspectos en las compensaciones, los

análisis y las pruebas de diseño.

• DEF-STAN 00-970. Design and Airworthiness Requirements for Service

Aircraft[31]

Esta norma proporciona requisitos para la certificación de aeronavegabilidad y di-

seño para el desarrollo y prueba de aviones de ala fija en operaciones militares en el

Reino Unido.

• NATO-STANAG-4671. UAV Systems Airworthiness Requirements for

North Atlantic Treaty Organization (NATO) Military UAV Systems.[32]

Este documento contiene un conjunto de requisitos técnicos de aeronavegabilidad

destinados principalmente a la certificación de aeronavegabilidad de los sistemas

UAV militares de ala fija con un peso máximo de despegue de entre 150 y 20,000

kg. Estos requisitos representan los requisitos mı́nimos aplicables para cumplir con

los objetivos de seguridad definidos.
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Problemática

5.1 Planteamiento del problema

La efectividad de una maniobra aérea es influenciada por la configuración estructural y

aerodinámica junto con aspectos de rendimientos y potencia, siendo reducida por factores

como una mala visibilidad exterior e interior, mala presentación de datos y referencias,

exceso de ruido, diseño inadecuado del asiento, temperatura, humedad y el exceso de

fuerzas sobre los mandos en la cabina, dificultando la capacidad en vuelo a voluntad

de mantener una trayectoria por parte del piloto. De igual forma, el exceso de cargas

perjudicaŕıan la estructura, relacionando magnitudes lineales y angulares, de velocidad

y aceleración, sometiendo al piloto y a la aeronave a grandes presiones con respuestas

negativas en la psicoloǵıa, fisioloǵıa y ergonomı́a del vuelo. De esta forma, el problema a

abordar está en las deficiencias en el régimen de vuelo, categoŕıa y fase de vuelo de una

aeronave para aumentar o disminuir sus cualidades de vuelo y manejo.

5.2 Justificación

Las cualidades de vuelo y manejo son parámetros primordiales para la certificación de

cualquier aeronave. Por lo tanto, conocerlas e interpretarlas es útil para cualquier inge-

niero en cada fase de diseño. Aunque se han realizado importantes estudios, muchos con

métodos lineales y otros más complejos con métodos no lineales, es pertinente avanzar

en el tema, ya que desde los estudios hechos en diseño o fabricación de aeronaves, la

estabilidad dinámica y estática se abarca desde programas especializados por razones de

disminución de costos y tiempo. La oportunidad de implementar este estudio, con cálculos

aproximados a un modelo real, podŕıa abrir la puerta a nuevos conceptos y énfasis en el

uso de herramientas adquiridas, mejorando la experiencia académica exponiendo las cua-

lidades de vuelo y manejo como norma reguladora con su aplicación directa. Para el sector

aeronáutico es de gran provecho cada concepto planteado con sus resultados para generar

la inclusión a mediano plazo de la construcción de aeronaves u objetos voladores para
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uso institucional o civil, abriendo las puertas a poĺıticas de estado encaminadas en crear

modelos y metodoloǵıas de análisis de las caracteŕısticas de estabilidad y maniobrabilidad

en aeronaves. Y aśı finalmente, difundir nuevos desarrollos para la industria aeronáutica

y aeroespacial nacional e internacional.

5.3 Alcance

Este trabajo de grado mostrará el análisis de las cualidades de vuelo y manejo para una

aeronave tipo planeador sin motor con respecto a su categoŕıa y fase de vuelo en régimen

de vuelo subsónico, despreciando efectos de compresibilidad del aire, efectos de espesor

de perfil y sus ángulos de ataque, sustentados en un modelo lineal de ecuaciones. Aśı,

se expondrán los parámetros geométricos, de peso, balance y rendimiento con respecto a

los datos suministrados por manual de mantenimiento, certificado tipo y fuentes externas

mientras sea posible. No se entregará prototipo, ni análisis en túnel viento, donde se

asume que no hay sistemas de control automático de estabilidad. En Cada maniobra de

perturbación se entiende que el piloto mantendrá controles firmes en una dirección recta

y a nivel. Finalmente, los cálculos serán realizados en MatLab R© en forma de modelo

matemático bajo una base de datos creada a partir de datos geométricos y resultados

aerodinámicos a partir de análisis hechos en XFLR5 R©.

5.4 Pregunta de investigación

¿Cómo influyen los factores de estabilidad en las cualidades de vuelo y manejo de una

aeronave en régimen subsónico?
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Objetivos

6.1 Objetivo general.

• Realizar un estudio de las cualidades de vuelo y manejo de una aeronave tipo pla-

neador para instrucción.

6.2 Objetivos espećıficos.

• Plantear el modelo dinámico para calcular el estado de equilibrio longitudinal en

condiciones de vuelo subsónico.

• Determinar las derivadas de estabilidad y control aerodinámico en el eje longitudinal

y eje lateral-direccional para calcular las respuestas en controles aerodinámicos.

• Establecer los modos de oscilación caracteŕısticos en el eje longitudinal y eje lateral-

direccional para realizar el análisis de acuerdo a los requerimientos de las cualidades

de vuelo y manejo estandarizados.
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Metodoloǵıa

Para la consecución de los objetivos propuestos en el estudio de las cualidades de vuelo

y manejo de una aeronave tipo planeador se abarcó de forma hipotético-deductiva la

metodoloǵıa, dividiéndola en tres fases de trabajo:

Primera fase

A partir del planeador Schweizer SGU 2-22 se obtendrán los datos técnicos y geométri-

cos para realizar los cálculos de estimación de peso, balance, inercias y factor de carga. Ba-

jo el rango de velocidades permitidas por el diagrama v-n calculado, se realizará un análisis

aerodinámico en XFLR5 R© para crear una base de datos con información geométrica y

aerodinámica, y aśı, calcular las condiciones de equilibrio por cada velocidad permitida,

desde un estado de vuelo recto y nivelado.

Segunda fase

Se identificarán los ejes y fuerzas actuantes del sistema, donde con las cifras de la con-

dición de equilibrio y la base de datos, se calcularán las derivadas de estabilidad y control

aerodinámico adimnesionales, dimensionales y en términos reducidos en el eje longitudinal

y lateral-direccional. De esta forma, se brindará solución y linealización a las ecuaciones de

movimiento para determinar las funciones de transferencia por cada eje. Con cada función

de transferencia se calcularán las respuestas por variables de perturbación y aceleración

en controles aerodinámicos, permitiendo llegar a determinar las componentes lineales de

velocidad total y la tasa de cambio de altitud por perturbaciones de movimiento.

Tercera fase

Habiendo determinado todas las funciones de transferencia, se identificarán las res-

puestas de estabilidad dinámica con sus modos de oscilación, y estabilidad estática con

los rangos máximos en controles fijos por cada velocidad permitida, para con ello, realizar

el análisis de acuerdo a los requerimientos de las cualidades de vuelo y manejo.
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Desarrollo

8.1 Cálculo de condición de equilibrio

A partir de la revista Sailplanes by Schweizer History [14], certificado tipo G-18 [33] y

manual de mantenimiento [34] del planeador Schweizer SGU 2-22 se identificaron los datos

técnicos para modelar en SolidWorks R© facilitando la interpretación de las dimensiones

más relevantes para el estudio, apéndice A-A.1.

8.1.1 Estimación de Peso

Ala principal

Referenciando los datos del cuadro A.2 y A.5, apoyados del libro [35]:

Ww = Sw · c ·

(
t

c

)
max

· ρmat ·Kρwing ·
(
AR · nult
cosΛ0,25

)0,6

· λ0,04 · g (8.1)

Ww = (19,51m2)(1,524m)(0,1207)(2711kg/m3)(0,0011)
(

8,816,45
cos(0)

)0,6

(1)0,04(9,81m/s2)

Ww = 1186,36N

mw = 120,93kg = 266,61lb

Empenaje

- Estabilizador horizontal

Referenciando los datos del cuadro A.4 y A.5, apoyados del libro [35]:

WHT = SHT ·cHT ·

(
t

c

)
maxHT

·ρmat ·KρHT ·
(

ARHT

cosΛ0,25HT

)0,6

·λ0,04
HT ·V

0,3

T ·

(
Ce

Ct

)0,4

·g (8.2)

WHT = (1,92m2)(0,8855m)(0,09) · (2711kg/m3)(0,022)
(

2,9
cos(0)

)0,6

(1)0,04(0,33)0,3
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(0,4589)0,4(9,81m/s2)

WHT = 89,02N

mHT = 9,07kg = 20lb

- Estabilizador vertical

Referenciando los datos del cuadro A.3 y A.5, apoyados del libro [35]:

WV T = SV T ·cV T ·

(
t

c

)
maxV T

·ρmat ·KρV T ·
(

ARV T

cosΛ0,25V T

)0,6

·λ0,04
V T ·V

0,2

F ·

(
Cr

CV T

)0,4

·g (8.3)

WV T = (1,21m2)(0,93m)(0,09)(2711kg/m3)(0,067)
(

3,23
cos13,74

)0,6

(28,7)0,04(0,021)0,2

(0,5218)0,4(9,81m/s2)

WV T = 152,16N

mV T = 15,51kg = 34,2lb

- Masa total empenaje

mE = mHT +mV T

mE = 20lb+ 34,2lb = 54,2lb

Cuadro 8.1: Comparación de cálculos de peso.
Aprx 1 (Lb) Aprx 2 (Lb) Real (Lb) Cálculos (Lb)

30 % Ala 261 270 280.25 266.61
25 % Fuselaje 200.1 207 214.25 222.69

3 % Tail-Fin 43.5 45 46.708
34.2
20

2 % llanta 17.4 18 18.68 17
60 % Masa 522 540 560.5 560.5

8.1.2 Cálculo del balance

Asumiendo carga paga por los pilotos 1 y 2, con una masa total de 145 kg; y simetŕıa

sobre el eje Y a razón que no hay fuerzas puntuales sobre el eje lateral que vaŕıen el

balance del centro de gravedad.

Centro de gravedad eje Y

yc.g = 0

Centro de gravedad eje X

El centro de gravedad es ubicado a 0.3901 m del borde de ataque del ala principal,

ó 2.2029 m de la punta del planeador.
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Cuadro 8.2: Centro de gravedad eje X.
Ubicación Masa Momento

Piloto 1 -0.58 m 75 kg -43.8 kg*m
Piloto 2 0.20 m 70 kg 14.2 kg*m
Planeador 0.72 m 254.2 kg 185.3 kg*m

399.2 kg 155.7 kg*m

Centro de gravedad eje Z.

El centro de gravedad es ubicado a 0,4846 m sobre el eje OZ.

Cuadro 8.3: Centro de gravedad eje Z.
Ubicación Masa Momento

Pilotos 0 m 145 kg 0 kg*m
Planeador 0.77 m 246.5 kg 190.3 kg*m
Rueda 0.40 m 7.71 kg 3.13 kg*m

399.2 kg 193.4 kg*m

8.1.3 Cálculo de inercias

El cálculo de inercias se realizó asumiendo alas rectangulares y fuselaje ciĺındrico,

ecuación 2.5, relacionando datos entre XFLR5 R©, AV L R© (1) y cálculos propios para la

validación de resultados, cuadro 8.8.

Ala principal

Cuadro 8.4: Inercias ala principal.
XFLR5 Cálculos

Masa 120.93 kg Ix 1630.4 kg m2 Ix 1731.1 kg m2

Xc.g 2.4 m Iy 16.35 kg m2 Iy 23.43 kg m2

Yc.g 0 m Iz 1644.2 kg m2 Iz 1754.4 kg m2

Zc.g 1.04 m Ixz 1,60 kg m2

Ix =
1

12
m(b2 + t2) (8.4)

Ix =
120,93kg

12
((13,106m)2 + ((1,524m)(0,2818)(0,1207))2) = 1731,0638kgm2

Iy =
1

12
m(t2 + c2) (8.5)

Iy =
120,93kg

12
(((1,524m)(0,2818)(0,1207))2 + (1,524m)2) = 23,4335kgm2

1[36] AV L R© es un programa para el análisis aerodinámico y dinámico de vuelo de aeronaves en estados
lineales y no lineales.
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Iz =
1

12
m(b2 + c2) (8.6)

Iz =
120,93kg

12
((13,106m)2 + (1,524m)2) = 1754,44kgm2

Estabilizador horizontal

Cuadro 8.5: Inercias estabilizador horizontal.
XFLR5 Cálculos

Masa 9.07 kg Ix 3.32 kg m2 Ix 4.21 kg m2

Xc.g 7.41 m Iy 0.36 kg m2 Iy 0.59 kg m2

Yc.g 0 m Iz 3.7 kg m2 Iz 4.8 kg m2

Zc.g 0.83 m Ixz -0.012 kg m2

Ix =
1

12
m(b2 + t2) (8.7)

Ix =
9,07kg

12
((2,36m)2 + ((0,8855m)(0,09)(0,303))2) = 4,218kgm2

Iy =
1

12
m(t2 + c2) (8.8)

Iy =
9,07kg

12
(((0,8855m)(0,09)(0,303))2 + (0,8855m)2) = 0,593kgm2

Iz =
1

12
m(b2 + c2) (8.9)

Iz =
9,07kg

12
((2,3622m)2 + (0,8855m)2) = 4,81kgm2

Estabilizador vertical

Cuadro 8.6: Inercias estabilizador vertical.
XFLR5 Cálculos

Masa 15.51 kg Ix 1.64 kg m2 Ix 2.52 kg m2

Xc.g 7.014 m Iy 2.53 kg m2 Iy 1.12 kg m2

Yc.g 0 m Iz 0.88 kg m2 Iz 3.64 kg m2

Zc.g 1.4 m Ixz -0.2 kg m2
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Fuselaje

Cuadro 8.7: Inercias fuselaje.
XFLR5 Cálculos

Masa 101.01 kg Ix 2.24 kg m2 Ix 208.02 kg m2

Xc.g 3.22 m Iy 360 kg m2 Iy 604.21 kg m2

Yc.g 0 m Iz 357.8 kg m2 Iz 604.21 kg m2

Zc.g 0.38 m Ixz -27.4 kg m2

Inercias totales

Cuadro 8.8: Inercias Schweizer SGU 2-22.
AVL XFLR5

Masa 399.24 kg Ix 1762.41 kgm2 Ix 1725.031 kgm2

h0 0.25m
Xc.g 2.203 m Iy 1225.6 kgm2 Iy 1187.12 kgm2

Yc.g 0 m Iz 2728.93 kgm2 Iz 2727 kgm2

h 0.256m
Zc.g 0.484 m Ixz -104.4 kgm2 Ixz -156.64 kgm2

8.1.4 Factor de carga y velocidades de maniobra

Relacionando la ley de inercia de Newton, consideramos cargas generadas en maniobras

y en virajes coordinados a nivel con ángulos de −54,5 ≤ θ ≤ 76,58.

nlim(+)
≥ 2,1 +

(
24000

Gw + 10000

)
(8.10)

nlim(+)
≥ 2,1 +

(
24000

880,17lb+ 10000

)
≥ 4,3

nlim(−)
≥ 0,4nlim(+)

(8.11)

nlim(−)
≥ 0,4 (4,3) ≥ 1,72

CNmax(+)
=
√
C2
Lmax

+ C2
Dmax

(8.12)

CNmax(+)
=
√

1,55442 + 0,020412 = 1,5545

Vstall+ =

√√√√√ 2
GW

S
ρ · CNmax(+)

(8.13)

Vstall+ =

√√√√√√ 2
880,17lb

210,0038ft2

(0,0021403slug/ft2)(1,5545)
= 50,04ft/s
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CNmax(−)
=
√
C2
Lmax(−)

+ C2
Dmax(−)

(8.14)

CNmax(−)
=
√
−1,29192 + 0,033032 = 1,2923

Vstall(−)
=

√√√√√ 2
GW

S
ρ · CNmax(−)

(8.15)

Vstall(−)
=

√√√√√√ 2
880,17lb

210,0038ft2

(0,0021403slug/ft2)(1,2923)
= 54,88ft/s

Vc = kc

√
Gw

S
(8.16)

Vc = (33)

√
880,17lb

210,0038ft2
= 67,56KEAS = 119,81ft/s

Vd = (1,25)Vc (8.17)

Vd = (1,25)(119,81ft/s) = 149,76ft/s

VA = Vstall(+)

√
nlim(+)

(8.18)

VA = (50,04ft/s)
√

4,3 = 103,84ft/s

Figura 8.1: Diagrama v-n.
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Cuadro 8.9: Velocidades de maniobras permitidas.
m/s km/h ft/s knots keas mph

Vs(+)
15.25 54.91 50.04 29.65 28.22 34.12

Vs(−)
16.73 60.22 54.88 32.52 30.95 37.42

Va 31.65 113.94 103.84 61.52 58.55 70.80
Vc 36.52 131.46 119.81 70.98 67.56 81.69
Vd 45.65 164.33 149.76 88.73 84.45 102.11

8.1.5 Cálculos aerodinámicos

Con la velocidad de mejor relación de planeo (2), apéndice A-A.1, se asume Mach de

0,0617 y Re =1997517.04 en régimen subsónico de vuelo. De esta forma, con el software

XFLR5 R© se analizó aerodinámicamente los perfiles en el ala principal NACA 43012a;

estabilizador horizontal y vertical NACA 0009 obtenidos desde UIUC Airfoil Coordinates

Database [38], cuadro 8.11 y apéndice B. El método de análisis esta en mantener las

condiciones de número mach y Reynolds constantes variando el ángulo de ataque de -20

a 20 grados de incidencia en intervalos de 0.5 grados por cada régimen de velocidad desde

Vs = 15,19m/s hasta Vd = 40,23m/s para el modelo matemático final.

Cuadro 8.10: Condiciones atmosféricas del vuelo.
Altitud 1080 m
Gravedad 9.81 m/s2

Temperatura 29.33 c

Cuadro 8.11: Datos aerodinámicos obtenidos a 21.0109 m/s.
Ala principal E. horizontal E. vertical

Perfil NACA 43012A NACA 0009 NACA 0009
Pendiente de lift a 5.79 5.91 5.98
Drag cero lift CD0 0.0086 0.0079 0.0078
Lift máximo CLmax 1.55 1.28 1.29
Momento cero lift Cm0 0.018 0 0
Lift ala CLW 0.5054
Lift E. horizontal CLT 0.1043
AOA cero lift α0 -1 0 0
Lift elevador a2η 4.42
Lift alerón a2ξ 2.31
Lift rudder a2ζ 3.84

Fuente: Autores.

2[37] La velocidad de mejor relación de planeo, es a aquella velocidad en la que de acuerdo al diseño
aerodinámico de la aeronave se puede recorrer mayor distancia, con respecto a la altura a la que se
encuentra la misma, es decir, depende de la relación de planeo de cada aeronave en particular.
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Re =
V0cρ

µ
(8.19)

Re =
(21,0109 m/s)(1,524 m)(1,10968 kg/m3)

0,0000177884 Pa ∗ s
= 1997517,04

8.1.6 Cálculo de la condición de equilibrio

Se considera en el ajuste del equilibrio que el piloto puede establecer un ángulo de

elevador η obteniendo la fuerza de sustentación suficiente para soportar el peso total y

brindar el balance suficiente con respecto al arrastre, velocidad y trayectoria de vuelo.

Siendo el perfil NACA 0009 simétrico en el estabilizador horizontal, la fuerza de arrastre

será cero, de tal forma que a una velocidad V0, esta es mayor al arrastre brindando un

coeficiente de momento Cm, para un ángulo αe, ecuación 8.20. Siendo aśı, desde un vuelo

estable y nivelado, para cambiar la condición de vuelo es necesario mover los controles a

la nueva configuración del elevador ηe garantizando un estado de equilibrio, figura 8.2.

Figura 8.2: Condición de estabilidad estática longitudinal a 21.0109 m/s.

Fuente: Autores.

Condición de estabilidad estática longitudinal

dCm
dα

< 0 (8.20)
dCm
dCLw

< 0

dCm
dCLw

= (h− h0)− V T
a1

a

(
1− dε

dα

)
(8.21)

dCm
dCLw

= (0,256− 0,25)− (0,329)
5,91

5,79
(1− 0,423) = −0,188

Kn = − dCm
dCLw

(8.22)

Kn = 0,188

hn = h0 + V T
a1

a

(
1− dε

dα

)
(8.23)
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hn = 0,25 + (0,329)
5,91

5,79
(1− 0,423) = 0,444

dη

dCLw
= − Kn

V Ta2

(8.24)

dη

dCLw
= − 0,188

(0,329)(4,42)
= −0,129

Condición de estabilidad estática lateral-direccional

dCl
dβfin

< 0 (8.25)

dCl
dβfin

= −V F
hF
lF
a1F (8.26)

dCl
dβfin

= −(0,021)
1,4805m

4,598m
(5,98) = −0,0404

Cálculo de condición de equilibrio

Para un vuelo estable las fuerzas y momentos deben ser cero. Dada la simetŕıa en

el eje Y, las fuerzas y momentos laterales permanecen en equilibrio, y la condición se

reduce al eje longitudinal. Por lo tanto, los ejes de referencia son OXZ, con el origen O

ubicado en el centro de gravedad, bajo las contribuciones por la relación aerodinámica

ala-cola incluyendo el ángulo de incidencia del ala αwr y el downwash a cero sustentación

ε0, figura 8.3.

Figura 8.3: Fuerzas y momentos actuantes en condición de equilibrio.

Fuente: Autores.

CLW = a(αe + αwr − αw0) (8.27)

CLW = (5,79)(0 + 4− (−1)) (π/180) = 0,5054

αT =
CLW
a

(
1− dε

dα

)
+ ηT (8.28)

αT =
0,5054

5,79
(1− 0, 423) + (−1,87) (π/180) = 0,0176 ∗ 180/π = 1,01
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CLT = a0 + αTa1 + a2η (8.29)

CLT = 0,0 + (5,91)(0,0176) + (4,42)(0) = 0,1044

CL = CLW +
ST
S

(CLT ) (8.30)

CL = 0,5054 +
1,92m2

19,51m2
(0,1044) = 0,5157

Cm = Cm0 + CLW (h− h0)− CLTV T (8.31)

Cm = 0,0184 + (0,5054)(0,256− 0,25)− (0,1044)(0,329) = −0,0130

CD = CD0 +KC2
L (8.32)

CD = 0,00862 + (0,0406)(0,5157)2 = 0,0194

ε0 =
2CLW
πAR

(8.33)

ε0 =
2(0,5054)

π (8,81)
= 0,0365

αw = αe + αwr (8.34)

αw = 0 + 4 = 4

ηe =
CLT
a2

− a1

a2

(
ηT + αw

(
1− dε

dα

)
− αwr − ε0

)
(8.35)

ηe =
0,1044

4,42
− 5,91

4,42
((−1,87 ∗ π/180) + (4 ∗ π/180)(1− 0,423)− (4 ∗ π/180)− 0,0365)

ηe = 0,1557 ∗ π/180 = 8,92

La condición de equilibrio total en la velocidad de perdida Vs = 15,1994m/s y la velocidad

máxima Vd = 40,2336m/s, bajo los parámetros del cuadro 8.12, se describe en la sección

9.1 y apéndice C-C.2.

Cuadro 8.12: Condición de vuelo.
Peso 3916.53 N
Masa 399.24 kg
Altitud 1080 m

3543 ft
γ 0
αe 0
Xc.g 2.203 m
Kn 0.188
hn 0.444
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8.2 Respuestas en controles aerodinámicos

Cálculo de velocidades de equilibrio

Figura 8.4: Velocidad a través de ángulos de perturbación.

Fuente: Autores.

Para calcular las componentes Ue, Ve y We, empleamos las rotaciones de los ángulos

Euler fijados al sistema de ejes de cuerpo, apéndice D-D.2. En el desarrollo del sistema de

ecuaciones se tiene en cuenta las variables de perturbación θ, ψ, φ y velocidad de vuelo

V0, figura 8.4.

V0 = VL/Dmax = 21, 0109m/sUeVe
We

 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1


21, 0109m/s

0

0

 (8.36)

Ue = 21, 0109m/s

Ve = 0m/s

We = 0m/s

8.2.1 Ecuaciones de movimiento

A partir del teorema de cantidad de movimiento y teorema de momento cinético, se

proyectan las ecuaciones de movimiento sobre los ejes de cuerpo. La de velocidad en un

punto con respecto a los momentos es dada como:

u = ẋ− ry + qz

v = ẏ − pz + rx (8.37)

w = ż − qx+ py
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Asumiendo que el planeador es un cuerpo ŕıgido, se entiende que ẋ = ẏ = ż = 0, aśı la

velocidad que representa el problema en cuestión en cada componente será:

u = qz − ry
v = rx− pz (8.38)

w = py − qx

De igual forma, las componentes de aceleración pueden ser dadas como:

ax = u̇− rv + qw

ay = v̇ − pw + ru (8.39)

az = ẇ − qu+ pv

Reemplazando la velocidad en el centro de gravedad (U, V,W ) y la velocidad inercial

(u, v, w), obtenemos la velocidad en cualquier punto distinto al centro de gravedad:

u′ = U + u = U − ry + qz

v′ = V + v = V − pz + rx (8.40)

w′ = W + w = W − qx+ py

A partir de las ecuación 8.39 consideramos las aceleraciones un punto distinto al centro

de gravedad.

a′x = u̇′ − rv′ + qw′

a′y = v̇′ − pw′ + ru′ (8.41)

a′z = ẇ′ − qu′ + pv′

Derivando con respecto al tiempo las ecuación 8.40:

u̇′ = U̇ − ṙy + q̇z

v̇′ = V̇ − ṗz + ṙx (8.42)

ẇ′ = Ẇ − q̇x+ ṗy

Para obtener las componentes de aceleraciones inerciales en un punto distinto del centro

de gravedad sustituimos la ecuación 8.40 y 8.42 dentro de las ecuación 8.41.

a′x = U̇ − rV + qW − x
(
q2 + r2

)
+ y (pq − ṙ) + z (pr + q̇)

a′y = V̇ − pW + rU + x (pq + ṙ)− y
(
p2 + r2

)
+ z (qr − ṗ) (8.43)
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a′z = Ẇ − qU + pV + x (pr − q̇) + y (qr + ṗ)− z
(
p2 + q2

)
A partir de la ecuación 2.3, donde (X, Y, Z) son las componentes de fuerza total en un

punto por cada eje, podemos reescribir:∑
δma′x = X∑
δma′y = Y (8.44)∑
δma′z = Z

Sustituyendo la ecuación 8.43 en la ecuación 8.44, con origen O en el centro de gravedad

y masa constante, brindamos la representación general de las ecuaciones de fuerza total

para un cuerpo ŕıgido con referencia a sus movimientos:

m(U̇ − rV + qW ) = X

m(V̇ − pW + rU) = Y (8.45)

m(Ẇ − qU + pV ) = Z

A partir del teorema de momento cinético, consideramos que los momentos son producidos

por las fuerzas actuantes debido a la masa en el centro de gravedad, creando incrementos

en las componentes de momento. Las componentes de momentos totales, en términos de

inercias, serán dados como:

Ixṗ− (Iy − Iz)qr + Ixy(pr − q̇)− Ixz(pq + ṙ) + Iyz(r
2 − q2) = L

Iy q̇ + (Ix − Iz)pr + Iyz(pq − ṙ) + Ixz(p
2 − r2)− Ixy(qr + ṗ) = M (8.46)

Iz ṙ − (Ix − Iy)pq − Iyz(pr − q̇) + Ixz(qr − ṗ) + Ixy(q
2 − p2) = N

La ecuación 8.46 representa la forma general del momento total para un cuerpo ŕıgido des-

cribiendo el movimiento de balanceo, cabeceo y guiñada. Asumiendo plano OXZ simétrico,

con la masa uniformemente distribuida, Ixy y Iyz serán insignificativamente nulos; cuando

el sistema de ejes de cuerpo esté alineado al sistema de ejes inerciales, Ixz será cercano a

cero o negativo

Ixṗ− (Iy − Iz)qr − Ixz(pq + ṙ) = L

Iy q̇ + (Ix − Iz)pr + Ixz(p
2 − r2) = M (8.47)

Iz ṙ − (Ix − Iy)pq + Ixz(qr − ṗ) = N

57



Estudio de las cualidades de vuelo y manejo de una aeronave tipo planeador para instrucción

Momentos y fuerzas perturbadoras

Considerando momentos y fuerzas perturbadoras por efectos aerodinámicos (a), efectos

gravitacionales (g), efectos de controles aerodinámicos (c), efecto de motores (p) y efectos

de perturbaciones aerodinámicas (d) podemos describir la ecuación 8.45 y 8.47 sin tener

en cuenta la magnitud del movimiento.

m(U̇ − rV + qW ) = Xa +Xg +Xc +Xp +Xd

m(V̇ − pW + rU) = Ya + Yg + Yc + Yp + Yd

m(Ẇ − qU + pV ) = Za + Zg + Zc + Zp + Zd

Ixṗ− (Iy − Iz)qr − Ixz(pq + ṙ) = La + Lg + Lc + Lp + Ld (8.48)

Iy q̇ + (Ix − Iz)pr + Ixz(p
2 − r2) = Ma +Mg +Mc +Mp +Md

Iz ṙ − (Ix − Iy)pq + Ixz(qr − ṗ) = Na +Ng +Nc +Np +Nd

Linealización de las ecuaciones de movimiento

Asumiendo condición inicial de vuelo recto y nivelado con φ = θ = ψ = 0, velocidad

V0 con componentes de (Ue, Ve,We) y velocidad angular igual a cero, bajo pequeñas per-

turbaciones, las componentes de las velocidad lineal serán (u, v, w) y las componentes de

las velocidad angular serán (p, q, r), de manera que los términos que involucran productos

y cuadrados son insignificantes y pueden ser ignorados, a igual que las perturbaciones por

la atmósfera.

Xd = Yd = Zd = Ld = Md = Nd = 0 (8.49)

Términos gravitacionales

Los términos gravitacionales resuelven las componentes de peso dentro de las fuerzas

actuantes de acuerdo a la contribución del movimiento perturbador. Aśı, la contribución

gravitacional se desarrolla desde el peso hacia los ejes de cuerpo, asumiendo origen O

sobre el centro de gravedad, no habrán momentos producidos por el peso en cualquier eje.

Lg = Mg = Ng = 0Xge

Yge
Zge

 =

−mg sinθe
0

mg cosθe

 (8.50)

Durante una perturbación habrán variaciones de actitud en θ, φ y ψ en relación con las

componentes de peso y por condición, las perturbaciones angulares son pequeñas. Estas

pequeñas aproximaciones pueden ser usadas para dar la siguiente relación.
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Xg

Yg
Zg

 =

 1 ψ −θ
−ψ 1 φ

θ −φ 1


−mg sin θe

0

mg cos θe

 (8.51)

Xg = −mg sin θe −mgθ cos θe

Yg = mgψ sin θe +mgφ cos θe (8.52)

Zg = mg cos θe −mgθ sin θe

Términos en efectos aerodinámicos

En una perturbación las fuerzas y momentos aerodinámicos dependerán de los términos

de sus derivadas expresadas en función de las sumas de las series de Taylor, donde cada

serie involucra una variable de movimiento, sea (u, v, w) ó (p, q, r). Aśı, desde que el

movimiento de las variables sea pequeño, las ecuaciones pueden ser simplificadas, para el

caso de fuerza axial Xa y el momento de balanceo La obtendŕıamos:

Xa = Xae + X̊uu+ X̊vv + X̊ww + X̊pp+ X̊qq + X̊rr + X̊ẇẇ (8.53)

La = Lae + L̊uu+ L̊vv + L̊ww + L̊pp+ L̊qq + L̊rr + L̊ẇẇ

Términos de controles aerodinámicos

Asumiendo solo movimientos de las superficies primarias elevador, rudder y alerones,

sus deflexiones producirán fuerzas y momentos. Es importante cuantificar cada valor a

partir de derivadas aerodinámicas describiendo los fenómenos aerodinámicos a partir de

sus respectivas curvas de sustentación (a2, a2R, a2A).

Xc = X̊ξξ + X̊ηη + X̊ζζ

Yc = Y̊ξξ + Y̊ηη + Y̊ζζ

Zc = Z̊ξξ + Z̊ηη + Z̊ζζ

Lc = L̊ξξ + L̊ηη + L̊ζζ (8.54)

Mc = M̊ξξ + M̊ηη + M̊ζζ

Nc = N̊ξξ + N̊ηη + N̊ζζ

Términos de potencia

La contribución es nula a razón de falta de motor.

Ajuste de las ecuaciones de movimiento eje longitudinal

Las ecuaciones de movimiento en el eje longitudinal OXZ describirán la fuerza axial,

fuerza normal y el momento de cabeceo. Asumiendo que no hay movimiento lateral, las
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variables y derivadas de v, p, r, ξ y ζ serán cero. Por lo tanto, en condiciones iniciales

de vuelo recto y nivelado, se entiende que θe = We = 0 con efectos de motores nulos

X̊ττ = Z̊ττ = M̊ττ = 0. Aśı, la forma más simple de las ecuaciones de movimiento

longitudinales serán:

mu̇− X̊uu− X̊ẇẇ − X̊ww − X̊qq +mgθ = X̊ηη

−Z̊uu+ (m− Z̊ẇ)ẇ − Z̊ww − (Z̊q +mUe)q = Z̊ηη (8.55)

−M̊uu− M̊ẇẇ − M̊ww + Iy q̇ − M̊qq = M̊ηη

Ajuste de las ecuaciones de movimiento eje lateral-direccional

Las ecuaciones de movimiento en el eje lateral-direccional describirán la fuerza late-

ral, momento de balanceo y momento de guiñada. Asumiendo que no hay movimiento

longitudinal, las variables y derivadas de u, w, q y η son cero. Por lo tanto, en condicio-

nes iniciales de vuelo recto y nivelado con referencia a los ejes de viento, se entiende que

θe = We = 0. Aśı, la forma más simple de las ecuaciones de movimiento lateral-direccional

para el caso de estudio serán:

mv̇ − Y̊vv − Y̊pp− (Y̊r −mUe)r −mgφ = Y̊ξξ + Y̊ζζ

−L̊vv + Ixṗ− L̊pp− Ixz ṙ − L̊rr = L̊ξξ + L̊ζζ (8.56)

−N̊vv − Ixzṗ− N̊pp+ Iz ṙ − N̊rr = N̊ξξ + N̊ζζ

8.2.2 Derivadas de estabilidad y control aerodinámico

Eje longitudinal

X̊u = ∂X
∂U

Fuerza axial debido a la velocidad axial

Xu = −2CD −M0
∂CD
∂M

(8.57)

Xu = −2(0,0194)− (0,0617)(−0,0173) = −0,0378

Refiriéndonos al cuadro D.9-apéndice D.

X̊u = 1
2
ρV0SXu (8.58)

X̊u = 1
2
(1,10968kg/m3)(21,0109m/s)(19,51m2)(−0,0378)− 8,59kg/s

Z̊u = ∂Z
∂U

Fuerza normal debido a la velocidad axial

Zu = −2CL −M0
∂CL
∂M

(8.59)

Zu = −2(0,5157)− (0,0617)(0,0519) = −1,0347
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Refiriéndonos al cuadro D.9-apéndice D.

Z̊u = 1
2
ρV0SZu (8.60)

Z̊u = 1
2
(1,10968kg/m3)(21,0109m/s)(19,51m2)(−1,0347) = −235,331kg/s

X̊w = ∂X
∂W

Fuerza axial debido a la velocidad normal

Xw = CL − ∂CD
∂α

(8.61)

Xw = 0,5157− 0,0271 = 0,4886

Refiriéndonos al cuadro D.9-apéndice D.

X̊w = 1
2
ρV0SXw (8.62)

X̊w = 1
2
(1,10968kg/m3)(21,0109m/s)(19,51m2)(0,4886) = 111,1356kg/s

Z̊w = ∂Z
∂W

Fuerza normal debido a la velocidad normal

Zw = −
(
∂CL
∂α

+ CD
)

(8.63)

Zw = −(5,792 + 0,0194) = −5,8117

Refiriéndonos al cuadro D.9-apéndice D.

Z̊w = 1
2
ρV0SZw (8.64)

Z̊w = 1
2
(1,10968kg/m3)(21,0109m/s)(19,51m2)(−5,8117) = −1321,815kg/s

M̊u = ∂M
∂U

Momento de cabeceo debido a la velocidad axial

Mu = M0
∂Cm
∂M

(8.65)

Mu = (0,0617)(0,01578) = 0,0009743

Refiriéndonos al cuadro D.9-apéndice D.

M̊u = 1
2
ρV0ScMu (8.66)

M̊u = 1
2
(1,10968kg/m3)(21,0109m/s)(19,51m2)(1,524m)(0,0009743) = 0,3377kgm/s

M̊w = ∂M
∂W

Momento de cabeceo debido a la velocidad normal

Mw = −aKn (8.67)

Mw = −(5,79)(0,188) = −1,0891
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Refiriéndonos al cuadro D.9-apéndice D.

M̊w = 1
2
ρV0ScMw (8.68)

M̊w = 1
2
(1,10968kg/m3)(21,0109m/s)(19,51m2)(1,524m)(−1,0891) = −377,5182m/s

X̊q = ∂X
∂q

Fuerza axial debido a la tasa de cabeceo

Xq = −V T
∂CDT
∂αT

(8.69)

Xq = −(0,329)(0,1438) = −0,0474

Refiriéndonos al cuadro D.9-apéndice D.

X̊q = 1
2
ρV0ScXq (8.70)

X̊q = 1
2
(1,10968kg/m3)(21,0109m/s)(19,51m2)(1,524m)(−0,0474) = −16,4337kgm/s

Z̊q = ∂Z
∂q

Fuerza normal debido a la tasa de cabeceo

Zq = −V Ta1 (8.71)

Zq = −(0,329)(5,91) = −1,9504

Refiriéndonos al cuadro D.9-apéndice D.

Z̊q = 1
2
ρV0ScZq (8.72)

Z̊q = 1
2
(1,10968kg/m3)(21,0109m/s)(19,51m2)(1,524m)(−1,9504)

Z̊q = −676,0447kgm/s

M̊q = ∂M
∂q

Momento de cabeceo debido a la tasa de cabeceo

Mq = Zq
lT
c

(8.73)

Mq = (−1,9504)
(

5,105m
1,524m

)
= −6,5333

Refiriéndonos al cuadro D.9-apéndice D.

M̊q = 1
2
ρV0Sc

2Mq (8.74)

M̊q = 1
2
(1,10968kg/m3)(21,0109m/s)(19,51m2)(1,524m)2(−6,5333)

M̊q = −3451,2099kgm2/s
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X̊ẇ = ∂X
∂ẇ

Fuerza axial debido a la tasa de cambio de velocidad normal

Xẇ = Xq
dε
dα

(8.75)

Xẇ = (−0,0474)(0,423) = −0,0201

Refiriéndonos al cuadro D.9-apéndice D.

X̊ẇ = 1
2
ρScXẇ (8.76)

X̊ẇ = 1
2
(1,10968kg/m3)(19,51m2)(1,524m)(−0,0201) = −0,3315kg

Z̊ẇ = ∂Z
∂ẇ

Fuerza normal debido a la tasa de cambio de la velocidad normal

Zẇ = Zq
dε
dα

(8.77)

Zẇ = (−1,9504)(0,423) = −0,8267

Refiriéndonos al cuadro D.9-apéndice D.

Z̊ẇ = 1
2
ρScZẇ (8.78)

Z̊ẇ = 1
2
(1,10968kg/m3)(19,51m2)(1,524m)(−0,8267) = −13,6375kg

M̊ẇ = ∂M
∂ẇ

Momento de cabeceo debido a la tasa de cambio de la velocidad

normal

Mẇ = Mq
dε
dα

(8.79)

Mẇ = (−6,5333)(0,423) = −2,7691

Refiriéndonos al cuadro D.9-apéndice D.

M̊ẇ = 1
2
ρSc2Mẇ (8.80)

M̊ẇ = 1
2
(1,10968kg/m3)(19,51m2)(1,524m)2(−2,7691)− 69,6193kgm

Eje lateral-direccional

Y̊v = ∂Y
∂V

Fuerza lateral debido al deslizamiento lateral

Yv =
(
SB
S
yB − SF

S
a1F

)
(8.81)

Yv =
(

6,088m2

19,51m2 (0,0)− 1,21m2

19,51m2 (5,98)
)

= −0,3713

Refiriéndonos al cuadro D.10-apéndice D.
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Y̊v = 1
2
ρV0SYv (8.82)

Y̊v = 1
2
(1,10968kg/m3)(21,0109m/s)(19,51m2)(−0,3713) = −84,4525kg/s

L̊v = ∂L
∂V

Momento de balanceo debido al deslizamiento lateral

Lv(diedro) = − 1
Ss

∫ s
0
cyayΓydy

Lv(diedro) = −aΓc(b/2)
2S

Lv(diedro) = − (5,79)(3∗π/180)(1,524m)(13,106m/2)
2(19,51m2)

= −0,0776 (8.83)

Lv(fin) = −V F
hF
lF
a1F

Lv(fin) = −(0,0218)
(

1,4793m
4,5979m

)
(5,98) = −0,0419

Refiriéndonos al cuadro D.10-apéndice D.

L̊v(wing) =
1

2
ρV0SbLv(wing)

L̊v(wing) = 1
2
(1,10968kg/m3)(21,0109m/s)(19,51m2)(13,106m)(−0,0776)

L̊v(wing) = −231,3787kgm/s

L̊v(fin) = 1
2
ρV0SbLv(fin)

L̊v(fin) = 1
2
(1,10968kg/m3)(21,0109m/s)(19,51m2)(13,106m)(−0,0419) (8.84)

L̊v(fin) = −125,032kgm/s

L̊v = L̊v(wing) + L̊v(fin)

L̊v = −231,3787kgm/s− 125,032kgm/s = −356,3108kgm/s

N̊v = ∂N
∂V

Momento de guiñada debido al deslizamiento lateral

Nv(fin) = V Fa1F (8.85)

Nv(fin) = (0,0218)(5,98) = 0,1303

Refiriéndonos al cuadro D.10-apéndice D.

N̊v(fin) = 1
2
ρV0SbNv(fin) (8.86)

N̊v(fin) = 1
2
(1,10968kg/m3)(21,0109m/s)(19,51m2)(13,106m)(0,1303)

N̊v(fin) = 388,3024kgm/s
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Y̊p = ∂Y
∂p

Fuerza lateral debido a la tasa de balanceo

Yp(fin) = − 1
Sb

∫ HF
0

ahchhdh (8.87)

Yp(fin) = −a1F cFH
2
F

2Sb

Yp(fin) = − (5,98)(0,93)(2,2172m)2

(2)(19,51m2)(13,106m)
= −0,0535

Refiriéndonos al cuadro D.10-apéndice D.

Y̊p(fin) = 1
2
ρV0SbYp(fin) (8.88)

Y̊p(fin) = 1
2
(1,10968kg/m3)(21,0109m/s)(19,51m2)(13,106m)(−0,0535)

Y̊p(fin) = −159,5547kg/s

L̊p = ∂L
∂p

Momento de balanceo debido a la tasa de balanceo

Lp = − 1
2Ss2

∫ s
0

(ay + CDy)cyy
2dy (8.89)

Lp = − (a+CD)c(b/2)
6S

Lp = − (5,79+0,0194)(1,524m)(13,106m/2)
6(19,51m2)

= −0,4958

Refiriéndonos al cuadro D.10-apéndice D.

L̊p = 1
2
ρV0Sb

2Lp (8.90)

L̊p = 1
2
(1,10968kg/m3)(21,0109m/s)(19,51m2)(13,106m)2(−0,4958)

L̊p = −19369,9107kgm2/s

N̊p = ∂N
∂p

Momento de guiñada debido a la tasa de balanceo

Np = − 1
2Ss2

∫ s
0

(
CLy − dCD

dαy

)
cyy

2dy (8.91)

Np = −
(
CL−

dCD
dα

)
c( b2)

6S

Np = − (0,5157−0,0271)(1,524m)(13,106m/2)
6(19,51m2)

= −0,0417

Refiriéndonos al cuadro D.10-apéndice D.

N̊p = 1
2
ρV0Sb

2Np (8.92)

N̊p = 1
2
(1,10968kg/m3)(21,0109m/s)(19,51m2)(13,106m)2(−0,0417)

N̊p = −1628,5832kgm2/s
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Y̊r = ∂Y
∂r

Fuerza lateral debido a la tasa de guiñada

Yr = V Fa1F (8.93)

Yr = (0,0218)(5,98) = 0,1303

Refiriéndonos al cuadro D.10-apéndice D.

Y̊r = 1
2
ρV0SbYr (8.94)

Y̊r = 1
2
(1,10968kg/m3)(21,0109m/s)(19,51m2)(13,106m)(0,1303) = 388,3024kgm/s

L̊r = ∂L
∂r

Momento de balanceo debido a la tasa de guiñada

Lr(wing) = 1
Ss2

∫ s
0
CLycyy

2dy

Lr(wing) = CLc(b/2)
3S

Lr(wing) = (0,5157)(1,524m)(13,106m/2)
3(19,51m2)

= 0,0880 (8.95)

Lr(fin) = −Lv(fin)
lF
b

Lr(fin) = −(−0,0419) (4,5979)
(13,106m)

= 0,0147

Refiriéndonos al cuadro D.10-apéndice D.

L̊r(wing) = 1
2
ρV0Sb

2Lr(wing)

L̊r(wing) = 1
2
(1,10968kg/m3)(21,0109m/s)(19,51m2)(13,106m)2(0,0880)

L̊r(wing) = 3437,8956kgm2/s

L̊r(fin) = 1
2
ρV0Sb

2Lr(fin) (8.96)

L̊r(fin) = 1
2
(1,10968kg/m3)(21,0109m/s)(19,51m2)(13,106m)2(0,0147)

L̊r(fin) = 574,4226kgm2/s

L̊r = L̊r(wing) + L̊r(fin)

L̊r = 3437,8956kgm2/s+ 574,4226kgm2/s = 4012,2818kgm2/s

N̊r = ∂N
∂r

Momento de guiñada debido a la tasa de guiñada

Nr(wing) = − 1
Ss2

∫ s
0
CDycyy

2dy

Nr(wing) = −CDc(b/2)
3S

Nr(wing) = − (0,0194)(1,524m)(13,106m/2)
3(19,51m2)

= −0,0033 (8.97)

Nr(fin) = −Nv(fin)
lF
b

Nr(fin) = −(0,1303) (4,5979)
(13,106m)

= −0,0457
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Refiriéndonos al cuadro D.10-apéndice D.

N̊r(wing) = 1
2
ρV0Sb

2Nr(wing)

N̊r(wing) = 1
2
(1,10968kg/m3)(21,0109m/s)(19,51m2)(13,106m)2(−0,0033)

N̊r(wing) = −129,4771kgm2/s

N̊r(fin) = 1
2
ρV0Sb

2N r(fin)

N̊r(fin) = 1
2
(1,10968kg/m3)(21,0109m/s)(19,51m2)(13,106m)2(−0,0457) (8.98)

N̊r(fin) = −1785,3617kgm2/s

N̊r = N̊r(wing) + N̊r(fin)

L̊r = −129,4771kgm2/s− 1785,3617kgm2/s = −1914,8439kgm2/s

X̊η = ∂X
∂η

Fuerza axial debido al elevador

eT =
1

πARTkDTCD0T
+ 1

0,99Sd

eT =
1

(π)(2,9)(0,38)(0,0079) + 1
(0,99)(0,9773)

= 0,9426

kT =
1

πART eT
(8.99)

kT =
1

(π)(2,9)(0,9426)
= 0,11644

CDT = CD0T
+ kTC

2
LT

CDT = 0,0079 + (0,11644)(0,1044)2 = 0,009169

Xη = −(2)ST
S
kTCLT a2η (8.100)

Xη = −2
(

1,92m2

19,51m2

)
(0,1164)(0,1044)(4,42) = −0,0106

Refiriéndonos al cuadro D.11-apéndice D.

X̊η = 1
2
ρV 2

0 SXη (8.101)

X̊η = 1
2
(1,10968kg/m2)(21,0109m/s)2(19,51m2)(−0,0106) = −50,5437N

Z̊η = ∂Z
∂η

Fuerza normal debido al elevador

Zη = −ST
S
a2η (8.102)

Zη = −
(

1,92m2

19,51m2

)
(4,42) = −0,4351
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Refiriéndonos al cuadro D.11-apéndice D.

Z̊η = 1
2
ρV 2

0 SZη (8.103)

Z̊η = 1
2
(1,10968kg/m2)(21,0109m/s)2(19,51m2)(−0,4351) = −2079,2579N

M̊η = ∂M
∂η

Momento de cabeceo debido al elevador

Mη = −V Ta2η (8.104)

Mη = −(0,329)(4,42) = −1,4575

Refiriéndonos al cuadro D.11-apéndice D.

M̊η = 1
2
ρV 2

0 ScMη (8.105)

M̊η = 1
2
(1,10968kg/m2)(21,0109m/s)2(19,51m2)(1,524m)(−1,4575)

M̊η = −10614,6179Nm

Y̊ξ = ∂Y
∂ξ

Fuerza lateral debido al alerón

Y̊ξ = 0N

L̊ξ = ∂L
∂ξ

Momento de balanceo debido al alerón

Lξ = − 1
Ss
a2ξ

∫ y2

y1
cyydy (8.106)

Lξ = −
(

a2ξ c

(S)(b/2)

)(
y22−y21

2

)
Lξ = −

(
(2,31)(1,524m)

(19,51m2)(13,106m/2)

)(
(6,352m)2−(3,302m)2

2

)
= −0,4056

Refiriéndonos al cuadro D.11-apéndice D.

L̊ξ = 1
2
ρV 2

0 SbLξ (8.107)

L̊ξ = 1
2
(1,10968kg/m3)(21,0109m/s)2(19,51m2)(13,106m)(−0,4056)

L̊ξ = −25402,69153Nm

N̊ξ = ∂N
∂ξ

Momento de guiñada debido al alerón

Nξ = 1
Ss

∫ y2

y1

(
∂CDy
∂ξ

)
cyydy (8.108)

Nξ =

(
∂CD
∂ξ

c

(S)(b/2)

)(
y22−y21

2

)
Nξ =

(
(−0,0350)(1,524m)

(19,51m2)(13,106m/2)

)(
(6,352m)2−(3,302m)2

2

)
= −0,0061
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Refiriéndonos al cuadro D.11-apéndice D.

N̊ξ = 1
2
ρV 2

0 SbNξ (8.109)

N̊ξ = 1
2
(1,10968kg/m3)(21,0109m/s)2(19,51m2)(13,106m)(−0,0061)

N̊ξ = −384,5487Nm

Y̊ζ = ∂Y
∂ζ

Fuerza lateral debido al rudder

Yζ = SF
S
a2ζ (8.110)

Yζ =
(

1,21m2

19,51m2

)
(3,84) = 0,2386

Refiriéndonos al cuadro D.11-apéndice D.

Y̊ζ = 1
2
ρV 2

0 SYζ (8.111)

Y̊ζ = 1
2
(1,10968kg/m3)(21,0109m)2(19,51m2)(0,2386) = 1140,1994N

L̊ζ = ∂L
∂ζ

Momento de balanceo debido al rudder

Lζ = V F
hF
lF
a2ζ (8.112)

Lζ = (0,0218)
(

1,4793m
4,5979m

)
(3,84) = 0,0269

Refiriéndonos al cuadro D.11-apéndice D.

L̊ζ = 1
2
ρV 2

0 SbLζ (8.113)

L̊ζ = 1
2
(1,10968kg/m2)(21,0109m/s)2(19,51m2)(13,106m)(0,0269) = 1686,7173Nm

N̊ζ = ∂N
∂ζ

Momento de guiñada debido al rudder

Nζ = −V Fa2ζ (8.114)

Nζ = −(0,0218)(3,84) = −0,0837

Refiriéndonos al cuadro D.11-apéndice D.

N̊ζ = 1
2
ρV 2

0 SbNζ (8.115)

N̊ζ = 1
2
(1,10968kg/m2)(21,0109m/s)2(19,51m2)(13,106m)(−0,0837)

N̊ζ = −5242,4977Nm

Habiendo calculado las derivadas de estabilidad y control aerodinámico, es conveniente

brindar la igualdad en notación Británica y notación Norteamericana.
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Cuadro 8.13: Derivadas longitudinales de estabilidad y control adimensionales
Cxu ≡ Xu = −0,0378 Czu ≡ Zu = −1,0347 Cmu ≡Mu = 0,00097
Cxα ≡ Xw = 0,488 Czα ≡ Zw = −5,8117 Cmα ≡Mw = −1,089
Cxq ≡ 2Xq = −0,0474 Czq ≡ 2Zq = −1,9504 Cmq ≡ 2M q = −6,53
Cxα̇ ≡ 2X ẇ = −0,0201 Czα̇ ≡ 2Zẇ = −0,8267 Cmα̇ ≡ 2M ẇ = −2,7691
Cxδe ≡ Xη = −0,0106 Czδe ≡ Zη = −0,4351 Cmδe ≡Mη = −1,4575

Cuadro 8.14: Derivadas lateral-direccionales de estabilidad y control adimensionales
Cyv ≡ Yv = −0,3713 Clv ≡ Lv = −0,1195 Cnv ≡ Nv = 0,1303
Cyp ≡ 2Y p = −0,0535 Clp ≡ 2Lp = −0,4958 Cnp ≡ 2Np = −0,0417
Cyr ≡ 2Y r = 0,1303 Clr ≡ 2Lr = 0,1027 Cnr ≡ 2N r = −0,0490
CyδA ≡ Yξ = 0 ClδA ≡ Lξ = −0,4056 CnδA ≡ Nξ = −0,0061

CyδR ≡ Yζ = 0,2386 ClδR ≡ Lζ = 0,0269 CnδR ≡ Nζ = −0,0837

Estimadas las derivadas de estabilidad y control aerodinámicas en su forma adimen-

sional, es usual ir al estudio de dinámica de vuelo. Para llevar a cabo este proceso es

necesario convertir las derivadas de estabilidad y control a la forma dimensional simplifi-

cada conocida como concise equations, cuadros D.12, D.13 y D.14.

Eje longitudinal

Fuerza axial debido al elevador

xu =
X̊u

m
+

X̊ẇZ̊u

m
(
m− Z̊ẇ

) (8.116)

xu =
−8,5920kg/s

399,2385kg
+

(−0,3315kg)(−235,3309kg/s)

399,2385kg (399,2385kg − (−13,6375kg))
= −0,0210 1/s

Fuerza normal debido a la velocidad axial

zu =
Z̊u

m− Z̊ẇ
(8.117)

zu =
−235,3309kg/s

399,2385kg − (−13,6375kg)
= −0,5700 1/s

Momento de cabeceo debido a la velocidad axial

mu =
M̊u

Iy
+

Z̊uM̊ẇ

Iy

(
m− Z̊ẇ

) (8.118)

mu =
0,3377kgm/s

1225,580kgm2
+

(−235,3309g/s)(−69,6193kgm)

1225,580kgm2 (399,2385kg − (−13,6375kg))
= 0,0327 1/ms

70
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Fuerza axial debido a la velocidad normal

xw =
X̊w

m
+

X̊ẇZ̊w

m
(
m− Z̊ẇ

) (8.119)

xw =
111,1356kg/s

399,2385kg
+

(−0,3315kg)(−1321,815kg/s)

399,2385kg (399,2385kg − (−13,6375kg))
= 0,2810 1/s

Fuerza normal debido a la velocidad normal

zw =
Z̊w

m− Z̊ẇ
(8.120)

zw =
−1321,815kg/s

399,2385kg − (−13,6375kg)
= −3,2015 1/s

Momento de cabeceo debido a la velocidad normal

mw =
M̊w

Iy
+

Z̊wM̊ẇ

Iy

(
m− Z̊ẇ

) (8.121)

mw =
−377,5182kgm/s

1225,580kgm2
+

(−1321,815kg/s)(−69,6193kgm)

1225,580kgm2 (399,2385kg − (−13,6375kg))
= −0,12621/ms

Fuerza axial debido a la tasa de cabeceo

xq =

(
X̊q −mWe

)
m

+

(
Z̊q +mUe

)
X̊ẇ

m
(
m− Z̊ẇ

) (8.122)

xq = (−16,4337kgm/s−(399,2385kg)(0m/s))
399,2385kg

+ (−676,0447kgm/s+(399,2385kg)(21,0109m/s))(−0,3315kg)
399,2385kg(399,2385kg−(−13,6375kg))

xq = −0,0567 m/s

Fuerza normal debido a la tasa de cabeceo

zq =

(
Z̊q +mUe

)
m− Z̊ẇ

(8.123)

zq =
(−676,0447kgm/s+ (399,2385kg)(21,0109m/s))

399,2385kg − (−13,6375kg)
= 18,6795 m/s

Momento de cabeceo debido a la tasa de cabeceo

mq =
M̊q

Iy
+

(
Z̊q +mUe

)
M̊ẇ

Iy

(
m− Z̊ẇ

) (8.124)
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mq = −3451,2099kgm2/s
1225,580kgm2 + (−676,0447kgm/s+(399,2385kg)(21,0109m/s))(−69,6193kgm)

1225,580kgm2(399,2385kg−(−13,6375kg))
= −3,8771 1/s

xθ = −g cos θe −
X̊ẇg sin θe

m− Z̊ẇ
(8.125)

xθ = −(9,81m/s2) cos 0− (−0,3315kg)(9,81m/s2) sin 0

399,2385kg − (−13,6375kg)
= −9,81m/s2

zθ = −mg sin θe

m− Z̊ẇ
(8.126)

zθ = −(399,2385kg)(9,81m/s2) sin 0

399,2385kg − (−13,6375kg)
= 0m/s2

mθ = − M̊ẇmg sin θe

Iy

(
m− Z̊ẇ

) (8.127)

mθ = −(−69,6193kgm)(399,2385kg)(9,81m/s2) sin 0

1225,580kgm2 (399,2385kg − (−13,6375kg))
= 0 1/s2

Fuerza axial debido al elevador

xη =
X̊η

m
+

X̊ẇZ̊η

m
(
m− Z̊ẇ

) (8.128)

xη =
−50,5437N

399,2385kg
+

(−0,3315kg)(−2079,2579N)

399,2385kg (399,2385kg − (−13,6375kg))
= −0,1224m/s2

Fuerza normal debido al elevador

zη =
Z̊η

m− Z̊ẇ
(8.129)

zη =
−2079,2579N

399,2385kg − (−13,6375kg)
= −5,0360m/s2

Momento de cabeceo debido al elevador

mη =
M̊η

Iy
+

M̊ẇZ̊η

Iy

(
m− Z̊ẇ

) (8.130)

mη =
−10614,6179Nm

1225,580kgm2
+

(−69,6193kgm)(−2079,2579N)

1225,580kgm2 (399,2385kg − (−13,6375kg))
= −8,3748 1/s2
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Eje lateral-direccional

Fuerza lateral debido al deslizamiento lateral

yv =
Y̊v
m

(8.131)

yv =
−84,4525kg/s

399,2385kg
= −0,2115 1/s

Fuerza lateral debido a la tasa de balanceo

yp =
Y̊p +mWe

m
(8.132)

yp =
−159,5547kgm/s+ (399,2385kg)(0m/s)

399,2385kg
= −0,3996m/s

Fuerza lateral debido a la tasa de guiñada

yr =
Y̊r −mUe

m
(8.133)

yr =
388,3024kgm/s− (399,2385kg)(21,0109m/s)

399,2385kg
= −20,0383m/s

yφ = g cos θe (8.134)

yφ = (9,81m/s2) cos 0 = 9,81m/s2

yψ = g sin θe (8.135)

yψ = (9,81m/s2) sin 0 = 0m/s2

Momento de balanceo debido a deslizamiento lateral

lv =
IzL̊v + IxzN̊v

IxIz − I2
xz

(8.136)

lv = (2728,930kgm2)(−356,3108kgm/s)+(−104,369kgm2)(388,3024kgm/s)

(1762,410kgm2)(2728,930kgm2)−(−104,369kgm2)2

lv = −0,2111 1/ms

Momento de balanceo debido a la tasa de balanceo

lp =
IzL̊p + IxzN̊p

IxIz − I2
xz

(8.137)
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lp = (2728,930kgm2)(−19369,9107kgm2/s)+(−104,369kgm2)(−1628,5832kgm2/s)

(1762,410kgm2)(2728,930kgm2)−(−104,369kgm2)2

lp = −10,9801 1/s

Momento de balanceo debido a la tasa de guiñada

lr =
IzL̊r + IxzN̊r

IxIz − I2
xz

(8.138)

lr = (2728,930kgm2)(4012,2818kgm2/s)+(−104,369kgm2)(−1914,8439kgm2/s)

(1762,410kgm2)(2728,930kgm2)−(−104,369kgm2)2

lr = 2,3234 1/s

lφ = 0 1/s2 (8.139)

lψ = 0 1/s2 (8.140)

Momento de guiñada debido al deslizamiento lateral

nv =
IxN̊v + IxzL̊v
IxIz − I2

xz

(8.141)

nv = (1762,410kgm2)(388,3024kgm/s)+(−104,369kgm2)(−356,3108kgm/s)

(1762,410kgm2)(2728,930kgm2)−(−104,369kgm2)2

nv = 0,1504 1/ms

Momento de guiñada debido a la tasa guiñada

np =
IxN̊p + IxzL̊p
IxIz − I2

xz

(8.142)

np = (1762,410kgm2)(−1628,5832kgm2/s)+(−104,369kgm2)(−19369,9107kgm2/s)

(1762,410kgm2)(2728,930kgm2)−(−104,369kgm2)2

np = −0,1768 1/s

Momento de guiñada debido a la tasa de guiñada

nr =
IxN̊r + IxzL̊r
IxIz − I2

xz

(8.143)

nr = (1762,410kgm2)(−1914,8439kgm2/s)+(−104,369kgm2)(4012,2818kgm2/s)

(1762,410kgm2)(2728,930kgm2)−(−104,369kgm2)2

nr = −0,7905 1/s
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nφ = 0 1/s2 (8.144)

nψ = 0 1/s2 (8.145)

Fuerza lateral debido al alerón

yξ =
Y̊ξ
m

(8.146)

yξ =
0N

399,2385kg
= 0m/s2

Momento de balanceo debido al alerón

lξ =
IzL̊ξ + IxzN̊ξ

IxIz − I2
xz

(8.147)

lξ = (2728,930kgm2)(−25402,6915Nm)+(−104,369kgm2)(−384,5487Nm)

(1762,410kgm2)(2728,930kgm2)−(−104,369kgm2)2

lξ = −14,4380 1/s2

Momento de guiñada debido al alerón

nξ =
IxN̊ξ + IxzL̊ξ
IxIz − I2

xz

(8.148)

nξ =
(1762,410kgm2)(−384,5487Nm) + (−104,369kgm2)(−25402,6915Nm)

(1762,410kgm2)(2728,930kgm2)− (−104,369kgm2)2

nξ = 0,4113 1/s2

Fuerza lateral debido al rudder

yζ =
Y̊ζ
m

(8.149)

yζ =
1140,1994N

399,2385kg
= 2,8559 m/s2

Momento de balanceo debido al rudder

lζ =
IzL̊ζ + IxzN̊ζ

IxIz − I2
xz

(8.150)

lζ = (2728,930kgm2)(1686,7173Nm)+(−104,369kgm2)(−5242,4977Nm)

(1762,410kgm2)(2728,930kgm2)−(−104,369kgm2)2

lζ = 1,0732 1/s2
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Momento de guiñada debido al rudder

nζ =
IxN̊ζ + IxzL̊ζ
IxIz − I2

xz

(8.151)

nζ = (1762,410kgm2)(−5242,4977Nm)+(−104,369kgm2)(1686,7173Nm)

(1762,410kgm2)(2728,930kgm2)−(−104,369kgm2)2

nζ = −1,9621 1/s2

Cuadro 8.15: Derivadas longitudinales simplificadas
xu = −0,021 1/s zu = −0,57 1/s mu = 0,0327 1/ms
xw = 0,281 1/s zw = −3,2015 1/s mw = −0,1262 1/ms
xq = −0,0567 m/s zq = 18,6795 m/s mq = −3,8771 1/s
xθ = −9,81 m/s2 zθ = 0 m/s2 mθ = 0 1/s2

xη = −0,1224 m/s2 zη = −5,036 m/s2 mη = −8,3748 1/s2

Cuadro 8.16: Derivadas lateral-direccional simplificadas.
yv = −0,2115 1/s lv = −0,2111 1/ms nv = 0,1504 1/ms
yp = −0,3996 m/s lp = −10,9801 1/s np = −0,1768 1/s
yr = −20,0383 m/s lr = 2,3234 1/s nr = −0,7905 1/s
yφ = 9,81 m/s2 lφ = 0 1/s2 nφ = 0 1/s2

yψ = 0 m/s2 lψ = 0 1/s2 nψ = 0 1/s2

yξ = 0 m/s2 lξ = −14,438 1/s2 nξ = 0,4113 1/s2

yζ = 2,8559 m/s2 lζ = 1,0732 1/s2 nζ = −1,9621 1/s2

8.2.3 Funciones de transferencia

Para determinar las funciones de transferencia nos apoyamos de las reglas de trans-

formadas de Laplace, ecuación 2.14, a partir de las ecuaciones de movimiento, sección

8.2.1.

Eje longitudinal

Teniendo en cuenta la ecuación 8.55, asumiendo θ̇(t) = q(t) bajo las reglas de Laplace,

obtenemos:

(ms− X̊u)u(s) − (X̊ẇs+ X̊w)w(s) − (X̊qs−mg)θ(s) = X̊ηη(s)

−Z̊uu(s) − ((Z̊ẇ −m)s+ Z̊w)w(s) − (Z̊qs+mUes)θ(s) = Z̊ηη(s) (8.152)

−M̊uu(s) − (M̊ẇs+ M̊w)w(s) + (Iys
2 − M̊qs)θ(s) = M̊ηη(s)
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(ms− X̊u) −(X̊ẇs+ X̊w) −(X̊qs−mg)

−Z̊u −((Z̊ẇ −m)s+ Z̊w) −(Z̊qs+mUes)

−M̊u −(M̊ẇs+ M̊w) (Iys
2 − M̊qs)


u(s)

w(s)

θ(s)

 =

X̊η

Z̊η
M̊η

[η(s)

]
(8.153)

(ms− X̊u) −(X̊ẇs+ X̊w) −(X̊qs−mg)

−Z̊u −((Z̊ẇ −m)s+ Z̊w) −(Z̊qs+mUes)

−M̊u −(M̊ẇs+ M̊w) (Iys
2 − M̊qs)




u(s)

η(s)

w(s)

η(s)

θ(s)

η(s)


=

X̊η

Z̊η
M̊η

 (8.154)

u(s)

η(s)

= Nu
η (s);

w(s)

η(s)

= Nw
η (s);

θ(s)

η(s)

= N θ
η (s);

q(s)

η(s)

= sN θ
η(s)

De esta manera, para calcular las funciones de transferencia en respuesta del elevador

aplicamos la regla de Cramer a la ecuación 8.154:

∆(s) =

(ms− X̊u) −(X̊ẇs+ X̊w) −(X̊qs−mg)

−Z̊u −((Z̊ẇ −m)s+ Z̊w) −(Z̊qs+mUes)

−M̊u −(M̊ẇs+ M̊w) (Iys
2 − M̊qs)


u(s)

η(s)

=

X̊η −(X̊ẇs+ X̊w) −(X̊qs−mg)

Z̊η −((Z̊ẇ −m)s+ Z̊w) −(Z̊qs+mUes)

M̊η −(M̊ẇs+ M̊w) (Iys
2 − M̊qs)


w(s)

η(s)

=

(ms− X̊u) X̊η −(X̊qs−mg)

−Z̊u Z̊η −(Z̊qs+mUes)

−M̊u M̊η (Iys
2 − M̊qs)

 (8.155)

θ(s)

η(s)

=

(ms− X̊u) −(X̊ẇs+ X̊w) X̊η

−Z̊u −((Z̊ẇ −m)s+ Z̊w) Z̊η
−M̊u −(M̊ẇs+ M̊w) M̊η


q(s)

η(s)

=

(ms− X̊u) −(X̊ẇs+ X̊w) X̊η

−Z̊u −((Z̊ẇ −m)s+ Z̊w) Z̊η
−M̊u −(M̊ẇs+ M̊w) M̊η

 (s)

Reemplazando los valores dimensionales de las derivadas de estabilidad y control aero-

dinámico en el eje longitudinal, obtenemos:

Nu
η (s)

∆(s)

=
−0,1224s3 − 1,807s2 + 32,38s+ 256,8

s4 + 7,1s3 + 15,08s2 + 1,091s+ 1,731
m/s (8.156)
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Nw
η (s)

∆(s)

=
−5,036s3 − 176s2 − 3,788s− 48,44

s4 + 7,1s3 + 15,08s2 + 1,091s+ 1,731
m/s (8.157)

N θ
η (s)

∆(s)

=
−8,375s2 − 26,36s− 1,96

s4 + 7,1s3 + 15,08s2 + 1,091s+ 1,731
◦ (8.158)

N q
η (s)

∆(s)

=
−8,375s3 − 26,36s2 − 1,96s

s4 + 7,1s3 + 15,08s2 + 1,091s+ 1,731
◦/s (8.159)

Eje lateral-direccional

Teniendo en cuenta la ecuación 8.56, bajo las reglas de Laplace, obtenemos:

(ms− Y̊v)v(s) − (Y̊ps+mg)φ(s) − (Y̊rs−mUes)ψ(s) = Y̊ξξ + Y̊ζζ

−L̊vv(s) + (Ixs
2 − L̊ps)φ(s) − (Ixzs

2 + L̊rs)ψ(s) = L̊ξξ + L̊ζζ (8.160)

−N̊vv(s) − (Ixzs
2 + N̊ps)φ(s) + (Izs

2 − N̊rs)ψ(s) = N̊ξξ + N̊ζζ

(ms− Y̊v) −(Y̊ps+mg) −(Y̊rs−mUes)
−L̊v (Ixs

2 − L̊ps) −(Ixzs
2 + L̊rs)

−N̊ v −(Ixzs
2 + N̊ps) (Izs

2 − N̊rs)


v(s)

φ(s)

ψ(s)

 =

 Y̊ξ Y̊ζ
L̊ξ L̊ζ
N̊ξ N̊ζ

[ξ(s)

ζ(s)

]
(8.161)

Para determinar las funciones de transferencia en respuesta del alerón asumimos que el

rudder está en equilibrio ζ(s) = 0.(ms− Y̊v) −(Y̊ps+mg) −(Y̊rs−mUes)
−L̊v (Ixs

2 − L̊ps) −(Ixzs
2 + L̊rs)

−N̊ v −(Ixzs
2 + N̊ps) (Izs

2 − N̊rs)


v(s)

φ(s)

ψ(s)

 =

 Y̊ξL̊ξ
N̊ξ

[ξ(s)

]
(8.162)

(ms− Y̊v) −(Y̊ps+mg) −(Y̊rs−mUes)
−L̊v (Ixs

2 − L̊ps) −(Ixzs
2 + L̊rs)

−N̊ v −(Ixzs
2 + N̊ps) (Izs

2 − N̊rs)




v(s)

ξ(s)

φ(s)

ξ(s)

ψ(s)

ξ(s)


=

 Y̊ξL̊ξ
N̊ξ

 (8.163)

v(s)
ξ(s)

= N v
ξ (s);

φ(s)
ξ(s)

= Nφ
ξ (s);

p(s)
ξ(s)

= sNφ
ξ (s);

ψ(s)

ξ(s)
= Nψ

ξ (s);
r(s)
ξ(s)

= sNψ
ξ (s)

N v
ξ (s)

∆(s)

=
−2,471s3 − 279,1s2 − 102,6s

s5 + 11,98s4 + 14,51s3 + 37,9s2 − 1,79s
m/s (8.164)

Nφ
ξ (s)

∆(s)

=
−14,44s3 − 13,51s2 − 43,97s

s5 + 11,98s4 + 14,51s3 + 37,9s2 − 1,79s
◦ (8.165)
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Np
ξ (s)

∆(s)

=
−14,44s4 − 13,51s3 − 43,97s2

s5 + 11,98s4 + 14,51s3 + 37,9s2 − 1,79s
◦/s (8.166)

Nψ
ξ (s)

∆(s)

=
0,4113s3 + 7,156s2 + 2,328s− 20,45

s5 + 11,98s4 + 14,51s3 + 37,9s2 − 1,79s
◦ (8.167)

N r
ξ (s)

∆(s)

=
0,4113s4 + 7,156s3 + 2,328s2 − 20,45s

s5 + 11,98s4 + 14,51s3 + 37,9s2 − 1,79s
◦/s (8.168)

De la misma manera, para determinar las funciones de transferencia en respuesta del

rudder asumimos que el alerón está en equilibrio ξ(s) = 0.(ms− Y̊v) −(Y̊ps+mg) −(Y̊rs−mUes)
−L̊v (Ixs

2 − L̊ps) −(Ixzs
2 + L̊rs)

−N̊ v −(Ixzs
2 + N̊ps) (Izs

2 − N̊rs)


v(s)

φ(s)

ψ(s)

 =

 Y̊ζL̊ζ
N̊ζ

[ζ(s)

]
(8.169)

(ms− Y̊v) −(Y̊ps+mg) −(Y̊rs−mUes)
−L̊v (Ixs

2 − L̊ps) −(Ixzs
2 + L̊rs)

−N̊ v −(Ixzs
2 + N̊ps) (Izs

2 − N̊rs)




v(s)

ζ(s)

φ(s)

ζ(s)

ψ(s)

ζ(s)


=

 Y̊ζL̊ζ
N̊ζ

 (8.170)

v(s)
ζ(s)

= N v
ζ (s);

φ(s)
ζ(s)

= Nφ
ζ (s);

p(s)
ζ(s)

= sNφ
ζ (s);

ψ(s)

ζ(s)
= Nψ

ζ (s);
r(s)
ζ(s)

= sNψ
ζ (s)

N v
ζ (s)

∆(s)

=
2,856s4 + 72,51s3 + 473,5s2 − 36,4s

s5 + 11,98s4 + 14,51s3 + 37,9s2 − 1,79s
m/s (8.171)

Nφ
ζ (s)

∆(s)

=
1,073s3 − 4,086s2 − 5,329s

s5 + 11,98s4 + 14,51s3 + 37,9s2 − 1,79s
◦ (8.172)

Np
ζ (s)

∆(s)

=
1,073s4 − 4,086s3 − 5,329s2

s5 + 11,98s4 + 14,51s3 + 37,9s2 − 1,79s
◦/s (8.173)

Nψ
ζ (s)

∆(s)

=
−1,962s3 − 21,72s2 + 0,3253s− 2,48

s5 + 11,98s4 + 14,51s3 + 37,9s2 − 1,79s
◦ (8.174)

N r
ζ (s)

∆(s)

=
−1,962s4 − 21,72s3 + 0,3253s2 − 2,48s

s5 + 11,98s4 + 14,51s3 + 37,9s2 − 1,79s
◦/s (8.175)
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8.2.4 Respuesta de controles

Respuestas de variables de perturbación

Partiendo de la expresión por cada función de transferencia, por ejemplo: velocidad

axial debido al elevador, ecuación 8.156.

u(s)

η(s)

=
Nu
η (s)

∆(s)

(8.176)

La respuesta en términos de Laplace como variable de perturbación de la velocidad axial

en m/s estará dada por:

u(s) =
Nu
η (s)

∆(s)

η(s) (8.177)

Asumiendo para todos los controles y variables de perturbación que Nu
η (s) y ∆(s) forman

la función de transferencia caracteŕıstica y η(s) será la entrada en radianes ó grados de la

superficie de control primaria, en este caso del elevador, en términos de Laplace siendo

denotada como impulsos η(s) = k o escalones η(s) = k/s. Aśı, para obtener las respuestas

de variables de perturbación en controles del elevador, alerón y rudder en un instante cero

e infinito podemos aplicar el teorema de valor inicial y valor final, sección 2.4.6:

u(s) =
Nu
η (s)

∆(s)
η(s)

u(s) = −0,1224s3−1,807s2+32,38s+256,8
s4+7,1s3+15,08s2+1,091s+1,731

∗ k
s
m/s

u(s) = −0,1224s3−1,807s2+32,38s+256,8
s4+7,1s3+15,08s2+1,091s+1,731

∗ 1
s
m/s

u(t)t→∞ = ĺıms→0 (su(s))

u(t)t→∞ = ĺıms→0

(
s
(
−0,1224s3−1,807s2+32,38s+256,8
s4+7,1s3+15,08s2+1,091s+1,731

∗ 1
s

))
m/s (8.178)

u(t)t→∞ = ĺıms→0

(
−0,1224s3−1,807s2+32,38s+256,8
s4+7,1s3+15,08s2+1,091s+1,731

)
m/s

u(t)t→∞ = ĺıms→0

(
−0,1224(0)3−1,807(0)2+32,38(0)+256,8

(0)4+7,1(0)3+15,08(0)2+1,091(0)+1,731

)
m/s

u(t) = 256,8
1,731

m/s

u(t) = 148,3467 m/s

De esta forma, las respuestas por variables de perturbación por cada función de transfe-

rencia estarán dadas en el cuadro 9.2.

Funciones de transferencia de respuesta de aceleraciones

A igual que las respuesta en controles aerodinámicos, las respuestas de aceleraciones

son requerimientos importantes, pero no dadas directamente por las funciones de transfe-

rencia. Las expresiones para las componentes de aceleraciones inerciales pueden disminuir
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Caṕıtulo 8. Desarrollo

o aumentar en sus contribuciones dependiendo el eje y control aerodinámico analizado.

ax = u̇− rVe + qWe − yṙ + zq̇

ay = v̇ − pWe + rUe + xṙ − zṗ (8.179)

az = ẇ − qUe + pVe − xq̇ + yṗ

De esta forma, desde que el origen O esté ubicado en el centro de gravedad y que ninguna

carga puntual lo variará, asumimos que x = y = z = 0, por lo tanto obtenemos:

ax = u̇− rVe + qWe

ay = v̇ − pWe + rUe (8.180)

az = ẇ − qUe + pVe

Aplicando la reglas de transformadas de Laplace:

ax(s) = su(s) − sψ(s)Ve + sθ(s)We

ay(s) = sv(s) − sφ(s)We + sψ(s)Ue (8.181)

az(s) = sw(s) − sθ(s)Ue + sφ(s)Ve

Las respuestas en aceleraciones pueden ser en términos del rudder, elevador y alerones.

Por lo tanto, para cada control habrá una componente de aceleración en cada eje. Aśı,

para la aceleración axial ax(s) en términos del elevador η obtenemos:

ax(s) = su(s) − sψ(s)Ve + sθ(s)We

u(s) =
Nu
η (s)

∆(s)
η(s) θ(s) =

Nθ
η (s)

∆(s)
η(s)

ax(s) = s
Nu
η (s)

∆(s)
η(s) + s

Nθ
η (s)

∆(s)
η(s)We (8.182)

ax(s) = sη(s)

(
Nu
η (s)+Nθ

η (s)We

∆(s)

)
ax(s)
η(s)

= s
(
Nu
η (s)+Nθ

η (s)We

∆(s)

)
Aplicando el anterior procedimiento para el rudder, elevador y alerón, con las reduccio-

nes necesarias, podemos obtener las funciones de transferencia en aceleraciones inerciales

axiales, normales y laterales con sus respectivas respuestas bajo el teorema de valor inicial

y valor final 2.4.6.

Aceleración axial debido al elevador:

ax(s)
η(s)

= s

(
Nu
η (s) +N θ

η (s)We

∆(s)

)
(8.183)
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ax(s)
η(s)

=
−0,1224s4 − 1,807s3 + 32,38s2 + 256,8s

s4 + 7,1s3 + 15,08s2 + 1,091s+ 1,731
m/s2 (8.184)

Aceleración lateral debido al elevador:

ay(s)
η(s)

= 0m/s2 (8.185)

Aceleración normal debido al elevador:

az(s)
η(s)

= s

(
Nw
η (s)−N θ

η (s)Ue

∆(s)

)
(8.186)

az(s)
η(s)

=
−5,036s4 − 0,03622s3 + 550s2 − 7,255s

s4 + 7,1s3 + 15,08s2 + 1,091s+ 1,731
m/s2 (8.187)

Aceleración axial debido al alerón:

ax(s)
ξ(s)

= −s
Nψ
ξ (s)

∆(s)

Ve (8.188)

ax(s)
ξ(s)

= 0m/s2 (8.189)

Aceleración lateral debido al alerón:

ay(s)
ξ(s)

= s

(
N v
ξ (s)−Nφ

ξ (s)We +Nψ
ξ (s)Ue

∆(s)

)
(8.190)

ay(s)
ξ(s)

=
6,17s4 − 128,8s3 − 53,68s2 − 429,6s

s5 + 11,98s4 + 14,51s3 + 37,9s2 − 1,79s
m/s2 (8.191)

Aceleración normal debido al alerón:

az(s)
ξ(s)

= s
Nφ
ξ (s)

∆(s)

Ve (8.192)

az(s)
ξ(s)

= 0m/s2 (8.193)

Aceleración axial debido al rudder:

ax(s)
ζ(s)

= −s
Nψ
ζ (s)

∆(s)

Ve (8.194)

ax(s)
ζ(s)

= 0m/s2 (8.195)
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Aceleración lateral debido al rudder:

ay(s)
ζ(s)

= s

(
N v
ζ (s)−Nφ

ζ (s)We +Nψ
ζ (s)Ue

∆(s)

)
(8.196)

ay(s)
ζ(s)

=
2,856s5 + 31,28s4 + 17,14s3 − 29,56s2 − 52,1s

s5 + 11,98s4 + 14,51s3 + 37,9s2 − 1,79s
m/s2 (8.197)

Aceleración normal debido al rudder:

az(s)
ζ(s)

= s
Nφ
ζ (s)

∆(s)

Ve (8.198)

az(s)
ζ(s)

= 0m/s2 (8.199)

De esta forma, las respuestas por aceleraciones inercial por cada eje y control aerodinámico

estarán dadas en el cuadro 9.4.

Velocidades totales

Calculando las respuestas por variables de perturbación, cuadro 9.2, podemos brindar

una descripción de velocidades en equilibrio con respecto a las velocidades bajo pertur-

baciones para obtener la velocidad total en cada eje.

U = Ue + u

V = Ve + v

W = We + w

U = 21,0109m/s+ 148,3467m/s = 169,3576m/s (8.200)

Vξ = 0m/s+ 57,3086m/s = 57,3086m/s

Vζ = 0m/s+ 20,3318m/s = 20,3318m/s

W = 0m/s− 27,9841m/s = −27,9841m/s

Perturbación de la altura en términos de movimiento

Teniendo en cuenta la ecuación D.5, podemos brindar otra aplicación de la matriz de

dirección para calcular la perturbación de la altura en términos de movimiento usando las

componentes de velocidad total U, V,W y componentes de velocidad referidas a los ejes

de tierra UE, VE,WE. UEVE
WE

 =
[
D−1

]UV
W

 (8.201)

De esta forma, en la ecuación 8.201 la altitud es medida en dirección descendente
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donde la tasa de cambio de la altura debido a la perturbación en el movimiento se verá

reflejada en WE.

ḣ = WE

ḣ = U sin(θ)− Vξ cos(θ) sin(φ)−W cos(θ) cos(φ)

ḣ = (169,4m/s) sin(0)− (57,3m/s) cos(0) sin(0)− (−27,98m/s) cos(0) cos(0)

ḣξ = 27,98m/s (8.202)

ḣ = U sin(θ)− Vζ cos(θ) sin(φ)−W cos(θ) cos(φ)

ḣ = (169,4m/s) sin(0)− (20,3m/s) cos(0) sin(0)− (−27,98m/s) cos(0) cos(0)

ḣζ = 27,98m/s

8.3 Respuestas de estabilidad

8.3.1 Estabilidad estática

Eje lateral-direccional

Desde que la sustentación actué en el centro aerodinámico del estabilizador vertical

por encima del eje de OX, la respuesta de estabilidad estática lateral estará dada por:

dCL
dβ

< 0 (8.203)
dCL
dβ

= −V F
hF
lF
a1F

dCL
dβ

= −(0,0218)
(

1,4793m
4,5979m

)
(5,98)

dCL
dβ

= −0,0419

Eje longitudinal

En el eje longitudinal, el punto neutro de control hn y el margen de estabilidad fijo Kn

determinan la estabilidad estática. Bajo el diagrama v−n, por cada maniobra y velocidad

habrá una condición diferente de estabilidad garantizando la integridad de la aeronave y

del piloto, cuadro 9.8.

8.3.2 Estabilidad dinámica

Teniendo en cuenta las funciones de transferencia longitudinales y lateral-direccionales

8.2.3, podemos hallar los modos de oscilación caracteŕısticos factorizando cada función de

transferencia con respecto a los modelos propuestos [5].
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Eje longitudinal

Velocidad axial debido al elevador (ecuación 8.156)

u(s)

η(s)

≡
Nu
η (s)

∆(s)

=
ku(s+ 1/Tu)(s

2 + 2ζuωus+ ω2
u)

(s2 + 2ζpωps+ ω2
p)(s

2 + 2ζsωss+ ω2
s)

(8.204)

Nu
η (s)

∆(s)

=
−0,1224s3 − 1,807s2 + 32,38s+ 256,8

s4 + 7,1s3 + 15,08s2 + 1,091s+ 1,731
m/s

Nu
η (s)

∆(s)

=
−0,1224(s− 14,219)(s2 + 28,9821s+ 147,552)

(s2 + 0,0178432s+ 0,116668)(s2 + 7,08216s+ 14,837)
m/s

u(s)

η(s)

≡
Nu
η (s)

∆(s)

=
−0,1224(s− 1/0,0703)(s2 + 2(1,192)(12,147)s+ 12,1472)

(s2 + 2(0,0261)(0,341)s+ 0,3412)(s2 + 2(0,919)(3,851)s+ 3,8512)

Aplicando el mismo método por cada variable de perturbación, obtenemos:

Velocidad normal debido al elevador (ecuación 8.157)

w(s)

η(s)

≡
Nw
η (s)

∆(s)

=
kw(s+ 1/Tα)(s2 + 2ζαωαs+ ω2

α)

(s2 + 2ζpωps+ ω2
p)(s

2 + 2ζsωss+ ω2
s)

(8.205)

w(s)

η(s)

≡
Nw
η (s)

∆(s)

=
−5,036(s+ 1/0,0286)(s2 + 2(0,013)(0,524)s+ 0,5242)

(s2 + 2(0,0261)(0,341)s+ 0,3412)(s2 + 2(0,919)(3,851)s+ 3,8512)

Ángulo de cabeceo debido al elevador (ecuación 8.158)

θ(s)

η(s)

≡
N θ
η (s)

∆(s)

=
kθ(s+ (1/Tθ1))(s+ (1/Tθ2))

(s2 + 2ζpωps+ ω2
p)(s

2 + 2ζsωss+ ω2
s)

(8.206)

θ(s)

η(s)

≡
N θ
η (s)

∆(s)

=
−8,375(s+ (1/13,123))(s+ (1/0,325))

(s2 + 2(0,0261)(0,341)s+ 0,3412)(s2 + 2(0,919)(3,851)s+ 3,8512)

Tasa de cabeceo debido al elevador (ecuación 8.159)

q(s)

η(s)

≡
N q
η (s)

∆(s)

=
kqs(s+ (1/Tθ1))(s+ (1/Tθ2))

(s2 + 2ζpωps+ ω2
p)(s

2 + 2ζsωss+ ω2
s)

(8.207)

q(s)

η(s)

≡
N q
η (s)

∆(s)

=
−8,375s(s+ (1/13,123))(s+ (1/0,325))

(s2 + 2(0,0261)(0,341)s+ 0,3412)(s2 + 2(0,919)(3,851)s+ 3,8512)

Eje lateral-direccional

Velocidad lateral debido al alerón (ecuación 8.164)

v(s)

ξ(s)

≡
N v
ξ (s)

∆(s)

=
kv(s+ (1/Tβ1))(s+ (1/Tβ2))

(s+ (1/Ts))(s+ (1/Tr))(s2 + 2ζdωds+ ω2
d)

(8.208)
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v(s)

ξ(s)

≡
N v
ξ (s)

∆(s)

=
−2,471(s+ (1/2,711))(s+ (1/0,00888))

(s− (1/21,563))(s+ (1/0,0911))(s2 + 2(0,2806)(1,875)s+ 1,8752)

Ángulo de balanceo debido al Alerón (ecuación 8.165)

φ(s)

ξ(s)

≡
Nφ
ξ (s)

∆(s)

=
kφ(s2 + 2ζφωφs+ ω2

φ)

(s+ (1/Ts))(s+ (1/Tr))(s2 + 2ζdωds+ ω2
d)

(8.209)

φ(s)

ξ(s)

≡
Nφ
ξ (s)

∆(s)

=
−14,44(s2 + 2(0,268)(1,744)s+ 1,7442)

(s− (1/21,563))(s+ (1/0,0911))(s2 + 2(0,2806)(1,875)s+ 1,8752)

Tasa de balanceo debido al Alerón (ecuación 8.166)

p(s)

ξ(s)

≡
Np
ξ (s)

∆(s)

=
kps(s

2 + 2ζφωφs+ ω2
φ)

(s+ (1/Ts))(s+ (1/Tr))(s2 + 2ζdωds+ ω2
d)

(8.210)

p(s)

ξ(s)

≡
Np
ξ (s)

∆(s)

=
−14,44s(s2 + 2(0,268)(1,744)s+ 1,7442)

(s− (1/21,563))(s+ (1/0,0911))(s2 + 2(0,2806)(1,875)s+ 1,8752)

Tasa de guiñada debido al Alerón (ecuación 8.168)

r(s)

ξ(s)

≡
N r
ξ (s)

∆(s)

=
kr(s+ (1/Tψ))(s2 + 2ζψωψs+ ω2

ψ)

(s+ (1/Ts))(s+ (1/Tr))(s2 + 2ζdωds+ ω2
d)

(8.211)

r(s)

ξ(s)

≡
N r
ξ (s)

∆(s)

=
0,4113(s− (1/0,675))(s2 + 2(1,628)(5,796)s+ 5,7962)

(s− (1/21,563))(s+ (1/0,0911))(s2 + 2(0,2806)(1,875)s+ 1,8752)

Velocidad lateral debido al rudder (ecuación 8.171)

v(s)

ζ(s)

≡
N v
ζ (s)

∆(s)

=
kv(s+ (1/Tβ1))(s+ (1/Tβ2))(s+ (1/Tβ3))

(s+ (1/Ts))(s+ (1/Tr))(s2 + 2ζdωds+ ω2
d)

(8.212)

v(s)

ζ(s)

≡
N v
ζ (s)

∆(s)

=
2,856(s− (1/13,16))(s2 + 2(0,983)(12,95)s+ 12,952)

(s− (1/21,563))(s+ (1/0,0911))(s2 + 2(0,2806)(1,875)s+ 1,8752)

Ángulo de balanceo debido al rudder (ecuación 8.172)

φ(s)

ζ(s)

≡
Nφ
ζ (s)

∆(s)

=
kφ(s+ (1/Tφ1))(s+ (1/Tφ2))

(s+ (1/Ts))(s+ (1/Tr))(s2 + 2ζdωds+ ω2
d)

(8.213)

φ(s)

ζ(s)

≡
Nφ
ζ (s)

∆(s)

=
1,073(s− (1/0,206))(s+ (1/0,973))

(s− (1/21,563))(s+ (1/0,0911))(s2 + 2(0,2806)(1,875)s+ 1,8752)
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Tasa de balanceo debido al rudder (ecuación 8.173)

p(s)

ζ(s)

≡
Np
ζ (s)

∆(s)

=
kps(s+ (1/Tφ1))(s+ (1/Tφ2))

(s+ (1/Ts))(s+ (1/Tr))(s2 + 2ζdωds+ ω2
d)

(8.214)

p(s)

ζ(s)

≡
Np
ζ (s)

∆(s)

=
1,073s(s− (1/0,206))(s+ (1/0,973))

(s− (1/21,563))(s+ (1/0,0911))(s2 + 2(0,2806)(1,875)s+ 1,8752)

Tasa de guiñada debido al rudder (ecuación 8.175)

r(s)

ζ(s)

≡
N r
ζ (s)

∆(s)

=
kr(s+ (1/Tψ))(s2 + 2ζψωψs+ ω2

ψ)

(s+ (1/Ts))(s+ (1/Tr))(s2 + 2ζdωds+ ω2
d)

(8.215)

r(s)

ζ(s)

≡
N r
ζ (s)

∆(s)

=
−1,962(s+ (1/0,0901))(s2 − 2(0,0373)(0,337)s+ 0,3372)

(s− (1/21,563))(s+ (1/0,0911))(s2 + 2(0,2806)(1,875)s+ 1,8752)

Criterio de Routh-Hurwitz

Eje longitudinal

∆(s)long
= s4 + 7,1s3 + 15,08s2 + 1,091s+ 1,731 (8.216)

s4 1 15,08 1,731
s3 7,1 1,091 0
s2 14,9263 1,7310 0
s1 0,2676 0 0
s0 1,7310 0 0

Bajo el criterio de Routh-Hurwitz, el sistema correspondiente a la ecuación 8.216 es

estable, a razón que no hay cambios de signo, por lo tanto, se entiende que las ráıces están

ubicadas sobre el semiplano izquierdo del plano s.

−8,92e− 03 + 3,41e− 01i

−8,92e− 03 − 3,41e− 01i

−3,54e+ 00 + 1,52e+ 00i

−3,54e+ 00 − 1,52e+ 00i

Eje lateral direccional

∆(s)lat
= s5 + 11,98s4 + 14,51s3 + 37,9s2 − 1,79s (8.217)

87



Estudio de las cualidades de vuelo y manejo de una aeronave tipo planeador para instrucción

El sistema de la ecuación 8.217 es inestable, a razón que uno de los coeficientes tienen signo

diferente, incumpliendo la condición de que los determinantes de Hurwitz sean positivos.

0,00e+ 00

4,64e− 02

−5,26e− 01 + 1,80e+ 00i

−5,26e− 01 − 1,80e+ 00i

−1,10e+ 01

Control Anticipation Parameter CAP

q̇(s)

η(s)

=
mηs(s− zw)

(s2 − (mq + zw)s+ (mqzw −mwUe))

q̇(s)

η(s)

=
(−8,375)s(s− (−3,201))

(s2 − ((−3,877) + (−3,201))s+ ((−3,877)(−3,201)− (−0,1262)(21,0109m/s)))

q̇(s)

η(s)

=
−8,375s2 − 26,81s

s2 + 7,079s+ 15,06

q̇(s) =
−8,375s2 − 26,81s

s2 + 7,079s+ 15,06
η(s)

q̇(0) = ĺım
s→∞

(
s
−8,375s2 − 26,81s

s2 + 7,079s+ 15,06

1

s

)
q̇(0) = ĺım

s→∞

(
−8,375s2 − 26,81s

s2 + 7,079s+ 15,06

)
= −8,3748

az(∞) = ĺım
s→0

(
s

mηzwUe
(s2 − 2ζsωss+ ω2

s)

1

s

)
az(∞) = ĺım

s→0

(
(−8,3748)(−3,2015)(21,0109m/s)

(s2 − 2(0,919)(3,851)s+ (3,851)2)

)
= 37,9861

nz(∞) = −az(∞)

g
= − 37,9861

9,81m/s2
= −3,8722

CAP =
q̇(0)

nz(∞)
=
−8,3748

−3,8722
= 2,1628

8.3.3 Análisis de cualidades de vuelo y manejo

Para el caso de estudio, el Schweizer SGU 2-22 es una aeronave enfocada a la instruc-

ción de vuelo, bajo los parámetros de la cuadro 8.17 y los requerimientos estandarizados

desde cuadro 2.5 hasta el cuadro 2.10, podemos calificarla.
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Cuadro 8.17: Datos de cualidades de vuelo y manejo.
Tipo de aeronave Clase I
Fase de vuelo Categoŕıa C
Amortiguamiento modo de periodo corto ζs = 0,919
Amortiguamiento modo fugoide ζp = 0,0261
CAP 2.1628
Tiempo modo de balanceo Tr = 0,0911s
Tiempo modo espiral Ts = 21,563s
Amortiguamiento modo balanceo holandés ζd = 0,2806

ζdωd = 0,5261rad/s
Frecuencia natural modo balanceo holandés ωd = 1,875rad/s

Eje longitudinal

Modo Nivel de cualidades de vuelo

CAP
Nivel 1: Cualidades de vuelo adecuadas para la fase de vuelo
de la misión.

CAP = 2,1628

Nivel 2: Cualidades de vuelo adecuadas para lograr la fase de
vuelo de la misión, pero con un aumento en la carga de trabajo
del piloto y, o, degradación en la efectividad de la misión.
Nivel 3: Cualidades de vuelo degradado, de tal manera que el
avión puede ser controlado, con una efectividad inadecuada de
la misión y una alta carga de trabajo para el piloto.

Modo Nivel de cualidades de vuelo

Periodo corto
Nivel 1: Cualidades de vuelo adecuadas para la fase de vuelo
de la misión.

ζs = 0,919

Nivel 2: Cualidades de vuelo adecuadas para lograr la fase de
vuelo de la misión, pero con un aumento en la carga de trabajo
del piloto y, o, degradación en la efectividad de la misión.
Nivel 3: Cualidades de vuelo degradado, de tal manera que el
avión puede ser controlado, con una efectividad inadecuada de
la misión y una alta carga de trabajo para el piloto.

Modo Nivel de cualidades de vuelo

Fugoide
Nivel 2: Cualidades de vuelo adecuadas para lograr la fase de
vuelo de la misión, pero con un aumento en la carga de trabajo
del piloto y, o, degradación en la efectividad de la misión.

ζp = 0,0261
Nivel 3: Cualidades de vuelo degradado, de tal manera que el
avión puede ser controlado, con una efectividad inadecuada de
la misión y una alta carga de trabajo para el piloto.
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Eje lateral-direccional

Modo Nivel de cualidades de vuelo

Balanceo
Nivel 1: Cualidades de vuelo adecuadas para la fase de vuelo
de la misión.

Tr = 0,0911s

Nivel 2: Cualidades de vuelo adecuadas para lograr la fase de
vuelo de la misión, pero con un aumento en la carga de trabajo
del piloto y, o, degradación en la efectividad de la misión.
Nivel 3: Cualidades de vuelo degradado, de tal manera que el
avión puede ser controlado, con una efectividad inadecuada de
la misión y una alta carga de trabajo para el piloto.

Modo Nivel de cualidades de vuelo

Espiral
Nivel 1: Cualidades de vuelo adecuadas para la fase de vuelo
de la misión.

Ts = 21,563s

Nivel 2: Cualidades de vuelo adecuadas para lograr la fase de
vuelo de la misión, pero con un aumento en la carga de trabajo
del piloto y, o, degradación en la efectividad de la misión.
Nivel 3: Cualidades de vuelo degradado, de tal manera que el
avión puede ser controlado, con una efectividad inadecuada de
la misión y una alta carga de trabajo para el piloto.

Modo Nivel de cualidades de vuelo

Balanceo holandés
Nivel 1: Cualidades de vuelo adecuadas para la
fase de vuelo de la misión.

ζd = 0,2806
ζdωd = 0,5261rad/s
ωd = 1,875rad/s

Nivel 2: Cualidades de vuelo adecuadas para
lograr la fase de vuelo de la misión, pero con un
aumento en la carga de trabajo del piloto y, o,
degradación en la efectividad de la misión.
Nivel 3: Cualidades de vuelo degradado, de tal
manera que el avión puede ser controlado, con una
efectividad inadecuada de la misión y una alta carga
de trabajo para el piloto.

90
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Resultados

9.1 Condición total de equilibrio longitudinal

V0 M0 ηe CL CD Cm L/D

15.1994 0.044 8.96 0.510 0.019 -0.014 25.8
16.1994 0.047 8.83 0.513 0.019 -0.013 25.9
17.1994 0.050 9.1 0.516 0.019 -0.013 26.1
18.1994 0.053 9.1 0.516 0.019 -0.013 26.2
19.1994 0.056 8.99 0.516 0.019 -0.013 26.3
20.1994 0.059 8.68 0.487 0.018 -0.008 26.6
21.0109 0.061 8.92 0.515 0.019 -0.013 26.5
21.1994 0.062 9.11 0.516 0.019 -0.013 26.5
22.1994 0.065 9.04 0.516 0.019 -0.013 26.6
23.1994 0.068 8.74 0.492 0.018 -0.008 26.9
24.1994 0.071 9.04 0.515 0.019 -0.013 26.8
25.1994 0.074 9.02 0.514 0.019 -0.013 26.9
26.1994 0.076 9.05 0.514 0.019 -0.013 27
27.1994 0.079 9.08 0.515 0.019 -0.013 27.1
28.1994 0.082 9.14 0.515 0.018 -0.013 27.1
29.1994 0.085 9.07 0.515 0.018 -0.013 27.2
30.1994 0.088 9.09 0.516 0.018 -0.012 27.3
31.1994 0.091 8.94 0.516 0.018 -0.012 27.3
32.1994 0.094 9.09 0.517 0.018 -0.012 27.4
33.1994 0.097 9.1 0.519 0.018 -0.012 27.4
34.1994 0.100 9.1 0.521 0.018 -0.012 27.5
35.1994 0.103 9.11 0.518 0.018 -0.012 27.6
36.1994 0.106 9.12 0.516 0.018 -0.013 27.6
37.1994 0.109 9.14 0.517 0.018 -0.012 27.7
38.1994 0.112 9.16 0.518 0.018 -0.012 27.7
39.1994 0.115 9.20 0.517 0.018 -0.013 27.8
40.2336 0.118 8.88 0.491 0.017 -0.007 28.1
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9.2 Respuestas en controles aerodinámicos

9.2.1 Respuestas por variables de perturbación

Cuadro 9.1: Respuestas iniciales en controles aerodinámicos.
Perturbaciones debido al elevador

u(t) 0.0 m/s Velocidad axial.
w(t) 0.0 m/s Velocidad normal.

θ(t) 0.0 ◦ Ángulo de cabeceo
q(t) 0.0 ◦/s Tasa de cabeceo
Perturbaciones debido al alerón

v(t) 0.0 m/s Velocidad lateral.

φ(t) 0.0 ◦ Ángulo de balanceo.
p(t) 0.0 ◦/s Tasa de balanceo.
r(t) 0.0 ◦/s Tasa de guiñada.
Perturbaciones debido al rudder

v(t) 0.0 m/s Velocidad lateral.

φ(t) 0.0 ◦ Ángulo de balanceo.
p(t) 0.0 ◦/s Tasa de balanceo.

ψ(t) 0.0 ◦ Ángulo de guiñada.
r(t) 0.0 ◦/s Tasa de guiñada.

Fuente: Autores.

Cuadro 9.2: Respuestas finales en controles aerodinámicos.
Perturbaciones debido al elevador

u(t) 148.3467 m/s Velocidad axial.
w(t) -27.9841 m/s Velocidad normal.

θ(t) -1.1324 ◦ Ángulo de cabeceo
q(t) 0.0 ◦/s Tasa de cabeceo
Perturbaciones debido al alerón

v(t) 57.3086 m/s Velocidad lateral.

φ(t) 24.5638 ◦ Ángulo de balanceo.
p(t) 0.0 ◦/s Tasa de balanceo.
r(t) 11.4205 ◦/s Tasa de guiñada.
Perturbaciones debido al rudder

v(t) 20.3318 m/s Velocidad lateral.

φ(t) 2.9767 ◦ Ángulo de balanceo.
p(t) 0.0 ◦/s Tasa de balanceo.

ψ(t) 0.0 ◦ Ángulo de guiñada.
r(t) 1.3852 ◦/s Tasa de guiñada.

Fuente: Autores.
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Velocidad axial debido al elevador

Nu
η (s)

∆(s)

=
−0,1224s3 − 1,807s2 + 32,38s+ 256,8

s4 + 7,1s3 + 15,08s2 + 1,091s+ 1,731
m/s

Figura 9.1: Respuesta de velocidad axial debido al elevador.

Figura 9.2: Impulso velocidad axial debido al elevador.

Figura 9.3: Rampa velocidad axial debido al elevador.

Velocidad normal debido al elevador

Nw
η (s)

∆(s)

=
−5,036s3 − 176s2 − 3,788s− 48,44

s4 + 7,1s3 + 15,08s2 + 1,091s+ 1,731
m/s

Figura 9.4: Respuesta de velocidad normal debido al elevador.
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Figura 9.5: Impulso velocidad normal debido al elevador.

Figura 9.6: Rampa velocidad normal debido al elevador.

Ángulo de cabeceo debido al elevador

N θ
η (s)

∆(s)

=
−8,375s2 − 26,36s− 1,96

s4 + 7,1s3 + 15,08s2 + 1,091s+ 1,731
◦

Figura 9.7: Respuesta de ángulo de cabeceo debido al elevador.

Figura 9.8: Impulso ángulo de cabeceo debido al elevador.

Figura 9.9: Rampa ángulo de cabeceo debido al elevador.
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Caṕıtulo 9. Resultados

Tasa de cabeceo debido al elevador

N q
η (s)

∆(s)

=
−8,375s3 − 26,36s2 − 1,96s

s4 + 7,1s3 + 15,08s2 + 1,091s+ 1,731
◦/s

Figura 9.10: Respuesta de tasa de cabeceo debido al elevador.

Figura 9.11: Impulso tasa de cabeceo debido al elevador.

Figura 9.12: Rampa tasa de cabeceo debido al elevador.

Velocidad lateral debido al alerón

N v
ξ (s)

∆(s)

=
−2,471s3 − 279,1s2 − 102,6s

s5 + 11,98s4 + 14,51s3 + 37,9s2 − 1,79s
m/s

Figura 9.13: Respuesta de velocidad lateral debido al alerón.
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Figura 9.14: Impulso velocidad lateral debido al alerón.

Ángulo de balanceo debido al alerón

Nφ
ξ (s)

∆(s)

=
−14,44s3 − 13,51s2 − 43,97s

s5 + 11,98s4 + 14,51s3 + 37,9s2 − 1,79s
◦

Figura 9.15: Respuesta de ángulo de balanceo debido al alerón.

Figura 9.16: Impulso ángulo de balanceo debido al alerón.

Tasa de balanceo debido al alerón

Np
ξ (s)

∆(s)

=
−14,44s4 − 13,51s3 − 43,97s2

s5 + 11,98s4 + 14,51s3 + 37,9s2 − 1,79s
◦/s

Figura 9.17: Respuesta de tasa de balanceo debido al alerón.
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Figura 9.18: Impulso tasa de balanceo debido al alerón.

Tasa de guiñada debido al alerón

N r
ξ (s)

∆(s)

=
0,4113s4 + 7,156s3 + 2,328s2 − 20,45s

s5 + 11,98s4 + 14,51s3 + 37,9s2 − 1,79s
◦/s

Figura 9.19: Respuesta de tasa de guiñada debido al alerón.

Figura 9.20: Impulso tasa de guiñada debido al alerón.

Velocidad lateral debido al rudder

N v
ζ (s)

∆(s)

=
2,856s4 + 72,51s3 + 473,5s2 − 36,4s

s5 + 11,98s4 + 14,51s3 + 37,9s2 − 1,79s
m/s

Figura 9.21: Respuesta de velocidad lateral debido al rudder.
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Figura 9.22: Impulso velocidad lateral debido al rudder.

Ángulo de balanceo debido al rudder

Nφ
ζ (s)

∆(s)

=
1,073s3 − 4,086s2 − 5,329s

s5 + 11,98s4 + 14,51s3 + 37,9s2 − 1,79s
◦

Figura 9.23: Respuesta de ángulo de balanceo debido al rudder.

Figura 9.24: Impulso ángulo de balanceo debido al rudder.

Tasa de balanceo debido al rudder

Np
ζ (s)

∆(s)

=
1,073s4 − 4,086s3 − 5,329s2

s5 + 11,98s4 + 14,51s3 + 37,9s2 − 1,79s
◦/s

Figura 9.25: Respuesta de tasa de balanceo debido al rudder.
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Figura 9.26: Impulso tasa de balanceo debido al rudder.

Tasa de guiñada debido al rudder

N r
ζ (s)

∆(s)

=
−1,962s4 − 21,72s3 + 0,3253s2 − 2,48s

s5 + 11,98s4 + 14,51s3 + 37,9s2 − 1,79s
◦/s

Figura 9.27: Respuesta de tasa de guiñada debido al rudder.

Figura 9.28: Impulso tasa de guiñada debido al rudder.

9.2.2 Respuestas por aceleraciones

Cuadro 9.3: Respuestas iniciales de aceleraciones.
Debido al elevador

ax -0.1224 m/s2 Aceleración axial.
ay 0.0 m/s2 Aceleración lateral.
az -5.0360 m/s2 Aceleración normal.
Debido al alerón

ax 0.0 m/s2 Aceleración axial.
ay 0.0 m/s2 Aceleración normal.
az 0.0 m/s2 Aceleración normal.
Debido al rudder

ax 0.0 m/s2 Aceleración axial.
ay 2.8559 m/s2 Aceleración lateral.
az 0.0 m/s2 Aceleración normal.
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Cuadro 9.4: Respuestas finales de aceleraciones.
Debido al elevador

ax 0.0 m/s2 Aceleración axial.
ay 0.0 m/s2 Aceleración lateral.
az 0.0 m/s2 Aceleración normal.
Debido al alerón

ax 0.0 m/s2 Aceleración axial.
ay 239.9556 m/s2 Aceleración normal.
az 0.0 m/s2 Aceleración normal.
Debido al rudder

ax 0.0 m/s2 Aceleración axial.
ay 29.1039 m/s2 Aceleración lateral.
az 0.0 m/s2 Aceleración normal.

Aceleración lateral debido al elevador

ay(s)
η(s)

= 0m/s2

Aceleración axial debido al elevador

ax(s)
η(s)

=
−0,1224s4 − 1,807s3 + 32,38s2 + 256,8s

s4 + 7,1s3 + 15,08s2 + 1,091s+ 1,731
m/s2

Figura 9.29: Respuesta de aceleración axial debido al elevador.

Figura 9.30: Impulso aceleración axial debido al elevador.
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Aceleración normal debido al elevador

az(s)
η(s)

=
−5,036s4 − 0,03622s3 + 550s2 − 7,255s

s4 + 7,1s3 + 15,08s2 + 1,091s+ 1,731
m/s2

Figura 9.31: Respuesta de aceleración normal debido al elevador.

Figura 9.32: Impulso aceleración normal debido al elevador.

Aceleración axial debido al alerón

ax(s)
ξ(s)

= 0m/s2

Aceleración lateral debido al alerón

ay(s)
ξ(s)

=
6,17s4 − 128,8s3 − 53,68s2 − 429,6s

s5 + 11,98s4 + 14,51s3 + 37,9s2 − 1,79s
m/s2

Figura 9.33: Respuesta de aceleración lateral debido al alerón.
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Figura 9.34: Impulso aceleración lateral debido al alerón.

Aceleración normal debido al alerón

az(s)
ξ(s)

= 0m/s2

Aceleración axial debido al rudder

ax(s)
ζ(s)

= 0m/s2

Aceleración lateral debido al rudder

ay(s)
ζ(s)

=
2,856s5 + 31,28s4 + 17,14s3 − 29,56s2 − 52,1s

s5 + 11,98s4 + 14,51s3 + 37,9s2 − 1,79s
m/s2

Figura 9.35: Respuesta de aceleración lateral debido al rudder.

Figura 9.36: Impulso aceleración lateral debido al rudder.

Aceleración normal debido al rudder

az(s)
ζ(s)

= 0m/s2
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9.3 Respuestas de estabilidad estática y dinámica

9.3.1 Respuesta de estabilidad dinámica

Cuadro 9.5: Respuestas de estabilidad dinámica elevador.
Modo u w q θ

ku = −0,1224 kw = −5,036 kq = −8,375 kθ = −8,375
Tu = 0,0703s Tα = 0,0286s

Tθ1 = 13,123s Tθ1 = 13,123s
ζu = 1,192 ζα = 0,013
ωu = 12,147rad/s ωα = 0,524rad/s Tθ2 = 0,325s Tθ2 = 0,325s

Phugoid
ζp = 0,0261

ωp = 0,341rad/s

Short period
ζs = 0,919

ωs = 3,851rad/s

Velocidad axial debido al elevador

Figura 9.37: Diagrama de Bode velocidad axial debido al elevador.

Figura 9.38: Ráıces velocidad axial debido al elevador.
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Velocidad normal debido al elevador

Figura 9.39: Diagrama de Bode velocidad normal debido al elevador.

Figura 9.40: Ráıces velocidad normal debido al elevador.

Tasa de cabeceo debido al elevador

Figura 9.41: Diagrama de Bode tasa de cabeceo debido al elevador.

Figura 9.42: Ráıces tasa de cabeceo debido al elevador.
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Ángulo de cabeceo debido al elevador

Figura 9.43: Diagrama de Bode ángulo de cabeceo debido al elevador.

Figura 9.44: Ráıces ángulo de cabeceo debido al elevador.

Cuadro 9.6: Respuestas de estabilidad dinámica alerón.
Modo v p r φ

kv = −2,471 kp = −14,44 kr = 0,4113 kφ = −14,44
Tβ1 = 2,711s ζφ = 0,268 Tψ = 0,675s ζφ = 0,268

Tβ2 = 0,00888s ωφ = 1,744rad/s
ζψ = 1,628

ωφ = 1,744rad/s
ωψ = 5,796rad/s

Dutch roll
ζd = 0,2806

ωd = 1,875rad/s
Roll Tr = 0,0911s
Spiral Ts = 21,563s
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Velocidad lateral debido al alerón

Figura 9.45: Diagrama de Bode velocidad lateral debido al alerón.

Figura 9.46: Ráıces velocidad lateral debido al alerón.

Tasa de balanceo debido al alerón

Figura 9.47: Diagrama de Bode tasa de balanceo debido al alerón.

Figura 9.48: Ráıces tasa de balanceo debido al alerón.
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Tasa de guiñada debido al alerón

Figura 9.49: Diagrama de Bode tasa de guiñada debido al alerón.

Figura 9.50: Ráıces tasa de guiñada debido al alerón.

Ángulo de balanceo debido al alerón

Figura 9.51: Diagrama de Bode ángulo de balanceo debido al alerón.

Figura 9.52: Ráıces ángulo de balanceo debido al alerón.
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Cuadro 9.7: Respuestas de estabilidad dinámica rudder.
Modo v p r φ

kv = −2,471 kp = 1,073 kr = −1, 962 kφ = 1,073
Tβ1 = 13,16s Tφ1 = 0,206s Tψ = 0,0901s Tφ1 = 0,206s
ζv = 0,983

Tφ2 = 0,973s
ζψ = 0,0373

Tφ2 = 0,973s
ωv = 12,95rad/s ωψ = 0,337rad/s

Dutch roll
ζd = 0,2806

ωd = 1,875rad/s
Roll Tr = 0,0911s
Spiral Ts = 21,563s

Velocidad lateral debido al rudder

Figura 9.53: Diagrama de Bode velocidad lateral debido al rudder.

Figura 9.54: Ráıces velocidad lateral debido al rudder.
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Tasa de balanceo debido al rudder

Figura 9.55: Diagrama de Bode tasa de balanceo debido al rudder.

Figura 9.56: Ráıces tasa de balanceo debido al rudder.

Tasa de guiñada debido al rudder

Figura 9.57: Diagrama de Bode tasa de guiñada debido al rudder.

Figura 9.58: Ráıces tasa de guiñada debido al rudder.
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9.3.2 Respuesta de estabilidad estática

Cuadro 9.8: Respuesta de estabilidad estática longitudinal.
V0 M0 Kn hn

15.1994 0.044 0.1930 0.4489
16.1994 0.047 0.1880 0.4440
17.1994 0.050 0.1914 0.4473
18.1994 0.053 0.1917 0.4477
19.1994 0.056 0.1890 0.4450
20.1994 0.059 0.1913 0.4473
21.0109 0.061 0.1880 0.4440
21.1994 0.062 0.1919 0.4479
22.1994 0.065 0.1900 0.4460
23.1994 0.068 0.1888 0.4447
24.1994 0.071 0.1910 0.4469
25.1994 0.074 0.1909 0.4469
26.1994 0.076 0.1917 0.4476
27.1994 0.079 0.1916 0.4476
28.1994 0.082 0.1934 0.4494
29.1994 0.085 0.1917 0.4476
30.1994 0.088 0.1913 0.4473
31.1994 0.091 0.1883 0.4442
32.1994 0.094 0.1902 0.4461
33.1994 0.097 0.1889 0.4448
34.1994 0.100 0.1875 0.4434
35.1994 0.103 0.1904 0.4464
36.1994 0.106 0.1917 0.4477
37.1994 0.109 0.1915 0.4475
38.1994 0.112 0.1914 0.4474
39.1994 0.115 0.1928 0.4487
40.2336 0.118 0.1926 0.4486
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Análisis de resultados

• Partiendo desde el cumplimientos de las condiciones de equilibrio, la configuración

aerodinámica y geométrica determinan el aumento o disminución de los valores de

coeficientes aerodinámicos condicionando el valor de ηe. En maniobras negativas el

ángulo del elevador está máximo entre −2,20 < ηe < −2,74 aproximadamente; y en

maniobras positivas está máximo entre 20,14 < ηe < 20,5, en donde en los dos casos

se encuentra entre los margenes del elevador permitidos por el certificado tipo, 25

grados hacia arriba y 21 grados hacia abajo.

• Las derivadas de estabilidad y control aerodinámico dependerán de la condición

de equilibrio. Considerando un estado inicial de vuelo recto y nivelado en la velo-

cidad de perdida, la cantidad numérica de las derivadas de estabilidad y control

serán menores que en la velocidad máxima admisible, reflejándose en las funcio-

nes de transferencia con cantidades mayores o menores en sus valores. Bajo estas

consideraciones, en la velocidad de pérdida, las funciones de transferencia tendrán

menores cantidades numéricas con altas relaciones de amortiguación y respuesta de

tiempo; en la velocidad máxima admisible, será diferente ese efecto, alĺı las funcio-

nes de transferencia tendrán cantidades numéricas más grandes con bajas relaciones

de amortiguación y respuesta de tiempo. Estas condiciones se reflejan linealmente

en las respuestas por variables de perturbación y aceleración, sin importar la ma-

niobra, entre mas baja sea la velocidad de análisis, menores serán las cantidades

numéricas de las respuestas por controles aerodinámicos, y de forma contraria a

altas velocidades.

• Con respecto a la estabilidad, las condiciones cambiarán por los ángulos de ma-

niobra. El desarrollo de maniobras negativas disminuye la estabilidad y el tiempo

de recuperación a una condición estable. A diferencia de esto, el desarrollo de ma-

niobras positivas aumenta la estabilidad y tiempo de recuperación a una condición

estable. De manera similar, la configuración aerodinámica por ángulos de inciden-
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cia, efecto diedro, ángulo de barrido y superficies de control primarias variaŕıa las

cualidades de vuelo y manejo. En cuanto a los ángulos de ataque y las superficies de

control primarias, su variación generaŕıa momentos de cabeceo longitudinales, au-

mentando el margen de ángulos de maniobra mientras se mantengan las condiciones

de balanceo longitudinal.

Factores de estabilidad y su influencia

• Motores: Al tratarse de una resultante de fuerza, la dirección y magnitud de la

potencia influirá en la estructura y en el movimiento de la aeronave, más si dentro

del análisis se tienen cuenta efectos aeroelásticos. En cualquier configuración de

motores, el gasto másico de combustible se asume constante y muy lento, por lo

tanto, la masa siempre será la misma en cualquier fase de vuelo. Finalmente, en la

configuración de dos o mas motores, una magnitud de potencia diferente por cada

motor, provocaŕıa cambios de dirección no deseados por el piloto, influyendo no solo

en la actitud en vuelo, sino también en el downwash o upwash.

• Atmósfera: La influencia se centra en la compresibilidad y sus efectos en las ma-

niobras llevadas a cabo por el piloto, donde un fluido viscoso o no viscoso obligaŕıa

mas trabajo estructural, y por parte del piloto, más carga de trabajo f́ısico para

establecer una actitud de vuelo; dentro de los cálculos, determinará el valor del

número Reynolds, Mach y potencia entregada por motores.

• Rango de velocidad: Su influencia está en el número Reynolds y Mach, resultando

en efectos por compresibilidad. En bajos números de Mach, no hay variaciones en

los cálculos siendo cero o insignificantes. En cambio, a altos números de Mach, es

importante tener en cuenta como un factor de cambio en análisis aerodinámico y

en los cálculos de las derivadas de estabilidad y control aerodinámico sobretodo en

ángulos grandes de maniobras donde los efectos aerodinámicos serán no lineales.

• Misión de vuelo: La misión para la cual fue diseñada la aeronave determina la

calificación de las cualidades de vuelo y manejo, y mas importante las inercias, factor

de carga y capacidad de maniobra en el tiempo de análisis. Su influencia está en el

rendimiento de la aeronave y la facilidad de variar su momento de rotación sobre

el eje longitudinal. Aunque no es preciso determinarlo, el efecto suelo afectará en

aterrizajes y despegues.

• Aerodinámica: La aerodinámica está influenciada por la misión para la cual habrá

sido diseñada la aeronave. Para aeronaves acrobáticas y pesadas, se permite niveles

de estabilidad muy bajos, con ello se busca en gran parte, aprovechar esa falta de

estabilidad para aumentar la capacidad de maniobra. En ese orden de ideas, facto-

res como ángulo diedro, ángulo de flechamiento, ángulo de incidencia, tipo de perfil
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y ubicación sobre el fuselaje, garantizan cumplir dichos requerimientos de diseño.

Un ángulo diedro negativo permite maniobras con ángulos muy altos tendiendo a

desestabilizar la aeronave, por ello, es permitido para aeronaves de combate, acro-

bacia y pesadas de carga y pasajeros. En cambio, un ángulo diedro positivo, permite

mejores recuperaciones en maniobras de perdida, aumentando en cualquier caso la

estabilidad; estos mismos efectos se reproducen en el ángulo de flechamiento, los

grandes ángulos de flechamiento serán para aeronaves enfocadas a maniobras con

altos ángulos de maniobras o aeronaves muy pesadas. En configuraciones sencillas

de aeronaves con misiones de vuelo simples, llega a ser cero o nulo. El ángulo de in-

cidencia, tipo de perfil y ubicación en el fuselaje determinan el momento de cabeceo

de la aeronave, y por lo tanto, son grandes influyentes en garantizar la condición

de equilibrio longitudinal sobre el downwash y el upwash. Un aspecto que poco se

maneja es el arrastre lateral de la aeronave, su influencia es muy dif́ıcil de calcu-

lar, pero con gran importancia en la estabilidad lateral-direccional siendo factor de

recuperación de estabilidad junto con los efectos aerodinámicos del ala principal.
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Conclusiones

• El ángulo de incidencia del ala principal y del estabilizador horizontal son los

parámetros geométricos más importantes para determinar la condición total de

equilibrio longitudinal. Por esta razón, se entiende que los efectos aerodinámicos

y geométricos proporcionarán momentos de cabeceo igual a cero. Por lo tanto, el

elevador es la superficie de control aerodinámico más importante para generar ese

estado total de equilibrio, mientras que su deflexión angular se encuentre dentro de

los márgenes del certificado de tipo.

• Los efectos del número de Mach con respecto al sistema de ejes de referencia per-

mitirán ser precisos en los resultados de las derivadas de estabilidad y control ae-

rodinámico. Aśı, podemos explicar de una mejor forma los efectos f́ısicos de las

perturbaciones aerodinámicas. Con los rangos de velocidad admisibles, las deriva-

das de estabilidad y control aerodinámico variarán para cada análisis de velocidad

realizado, donde habŕıa infinidad de resultados para cualquier condición de vuelo.

• La frecuencia natural y las tasas de relación de amortiguamiento se encuentran en

los requisitos de cualidades de vuelo y manejo exigidos para aeronaves de categoŕıa

ligera. Esto nos garantiza que en cualquier maniobra aérea, se cumplirá con los re-

quisitos de aeronavegabilidad, permitiendo un alto rango de maniobra sin disminuir

las capacidades operativas del piloto durante una misión de vuelo. Por lo tanto,

como aeronave enfocada a la instrucción de vuelo, puede ofrecer altas ventajas en

sus cualidades, ya que su mantenimiento es relativamente simple y sus capacidades

operativas son lo suficiente buenas como herramienta de instrucción. De la misma

manera, este estudio se realizó sin ningún tipo de control y sistema de piloto au-

tomático que, de ser ajustado, aumentaŕıa los márgenes de seguridad, permitiendo

mejores tasas de rendimiento.

• La combinación de los efectos de la configuración aerodinámica con respecto a la

configuración geométrica determinará la estabilidad estática y dinámica de cualquier
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aeronave, lo que al mismo tiempo, proporcionará un estado de las cualidades de vuelo

y manejo. Esto es importante para tener en cuenta a la hora de realizar cualquier

modificación en estos dos aspectos desde entornos de mantenimiento e ingenieŕıa, ó

desde una fase primaria de diseño.

• Finalmente, a partir de la configuración geométrica, aerodinámica y los resultados

de la estabilidad estática y dinámica para la aeronave Schweizer SGU 2-22, cuadro

8.17, referenciados por las estándares de cualidades de vuelo y manejo podemos

concluir que cada modo de estabilidad caracteŕıstico se encuentra dentro de los ran-

gos permitidos. Por lo tanto, entendemos que la aeronave brindará un rendimiento

óptimo frente a cualquier maniobra aérea que el piloto quiera ejecutar dando un

margen alto de rendimiento sin afectar estructuralmente la aeronave y ejerciendo

las cargas de trabajo mı́nimas para que el piloto sea efectivo en cada fase de la

misión de vuelo, donde en todos los casos cumplió con los niveles máximos y mı́ni-

mos de cualidades de vuelo. Esto permite concluir que la configuración geométrica

y aerodinámica cumple con los requerimientos para que el Schweizer SGU 2-22 sea

una aeronave de instrucción aérea con altos margenes de trabajo en vuelo, sin dejar

a un lado que este análisis se hace sin tener en cuenta un control electrónico de

piloto automático, que en caso de implementación permitiŕıa aumentar los niveles

de cualidades de vuelo y manejo.
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Recomendaciones

• En el orden de mantener aproximaciones de los cálculos, es oportuno modelar en

software de diseño la aeronave de estudio. La razón está en la necesidad de obte-

ner distancias y dimensiones que en un manual de mantenimiento son dif́ıciles de

encontrar. Para los cálculos aerodinámicos es recomendable interpolar las coorde-

nadas de los perfiles logrando mejores curvaturas, mı́nimo de 100 puntos. De igual

forma, hacer los intervalos de análisis en grados de incidencia cortos para una mejor

aproximación de las pendientes de sustentación.

• Teniendo en cuenta herramientas como MatLab R©, Excel R©, entre otras, lo mejor

es trabajar con la máxima cantidad de decimales posible, operando los ángulos en

radianes, ya que los radianes hacen posible relacionar en dimensiones lineales los

ángulos, y por lo tanto, facilita la interpretación de unidades.

• Las derivadas de forma concise equations dimensionales permiten la visualización

mas simplificada tanto en valor numérico como dimensional. La importancia de

hallarlas está en el cálculo del control anticipation parameter CAP y en la capaci-

dad de omitir muchos pasos en la determinación de las funciones de transferencia

teniendo en cuenta los procedimientos propuestos en la fuente [5].

• Para trabajos futuros está la oportunidad de realizar estudios a partir de cálculos

directos en túnel de viento con prototipos a escala. Con ello, además de corroborar

posibles errores, podemos tener en cuenta efectos de espesor del perfil a partir de

cambios en los ángulos de incidencia, efectos de la compresibilidad del aire; y aśı

mismo, mejorar la metodoloǵıa en el desarrollo de los estudios de cualidades de vuelo

y manejo a partir de la estabilidad estática y dinámica. De esta forma, permitiŕıamos

cálculos mas complejos con ecuaciones no lineales en maniobras y aeronaves de

mayores categoŕıas, abriendo un margen de posibilidades de trabajo en las fases de

vuelo y en el control electrónico.
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Apéndice A

Datos técnicos

A.1 Datos técnicos y geométricos Schweizer SGU 2-

22.

Figura A.1: Vista superior Schweizer SGU 2-22.

Fuente: Autores.
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Figura A.2: Vista frontal Schweizer SGU 2-22.

Fuente: Autores.

Figura A.3: Vista lateral izquierda Schweizer SGU 2-22.

Fuente: Autores.

Cuadro A.1: Datos de rendimiento.
Máxima carga alar 20.46 kg/m2

Mejor relación de planeo 21.0109 m/s a 17:1
Velocidad mı́nima de descenso 16.54 m/s
Velocidad máxima 40.23 m/s
Velocidad de perdida 15.19 m/s

Fuente:Manual de mantenimiento y Certificado Tipo

Cuadro A.2: Datos geométricos ala principal.
Ala principal

Altura en Z Zw 0.901 m Espesor t/cmax 0.1201
Envergadura b 13.106 m Taper Ratio λw 1
Superficies alar S 19.51 m2 Aspect Ratio A 8.81
Cuerda alar c 1.524 m Flechamiento Λ1/4 0
Diedro Γ 3 Incidencia αwr 4

Fuente:Manual de mantenimiento y Certificado Tipo
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Cuadro A.3: Datos geométricos estabilizador vertical.
Estabilizador vertical

Tasa de volumen V F 0.021 Distancia a C.P lf 4.607 m
Altura HF 2.217 m Distancia a C.G lF 4.598 m
Envergadura bF 1.39 m Cuerda alar cF 0.93 m
Aspect Ratio ARF 3.23 Taper Ratio λF 28.7

Área total SF 1.21 m2 Flechamiento Λ1/4F
13.74

Área Rudder SFR 0.66 m2 Altura C.P hF 1.48 m
Fuente:Manual de mantenimiento y Certificado Tipo

Cuadro A.4: Datos geométricos estabilizador horizontal.
Estabilizador horizontal

DownWash (0) AOA ε0 0.03 Espesor t/cmax 0.09
Envergadura bT 2.36 m Cuerda cT 0.885 m

Área ST 1.92 m2 Taper Ratio λT 1
Distancia a C.P lt 5.114 m Aspect Ratio ART 2.9
Incidencia ηT -1.87 Tasa de volumen V T 0.33
Distancia a C.G lT 5.105 m Altura en Z ZT 0.819 m

Área fuselaje SB 6.08 m2 DownWash dα 0.423
Ancho fuselaje FB 1.38 m

Fuente:Manual de mantenimiento y Certificado Tipo

Cuadro A.5: Datos preliminares de estimación de peso.
Densidad aluminio espacial ρmat 2711 kg/m3

Factor de densidad del ala Kρwing 0.0011 - 0.0013
Factor de caga nult 6.4588
Factor de densidad estabilizador horizontal KρHT 0.022 - 0.028
Relación elevador-estabilizador horizontal Ce/Ct 0.4589
Factor de densidad estabilizador vertical KρV T 0.067 - 0.076
Relación rudder-estabilizador vertical Cr/CV T 0.5218
Longitud fuselaje Lf 7.4295 m
Factor de densidad fuselaje Kρf 0.002 - 0.003

Fuente: Sadraey, M. H. (2012). Aircraft design: A systems engineering approach. John
Wiley & Sons.
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Apéndice B

Gráficas polares

B.1 Ala NACA 43012a
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B.2 Estabilizador horizontal NACA 0009
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B.3 Estabilizador vertical NACA 0009
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B.4 Pendientes de sustentación

Alerón a2ξ

Elevador a2η

Rudder a2ζ
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Apéndice C

Condición de equilibrio

C.1 Ecuaciones alternas

Downwash

x = lt
b

z = zw−zT
b

dεα = a
π2·AR

∑75
fi=0

0,5 cos

fi · π180


2

√√√√√√√x2+

0,5 cos

fi · π180




2

+z2

·...

...



x+

√√√√√√√x2+

0,5 cos

fi · π180




2

+z2


0,5 cos

fi · π180




2

+z2

+ x
(x2+z2)

 ·
π

180

Fuselaje drag factor

Sd = 0,9998 + 0,0421 ·

(
Fd

b

)
− 2,6286 ·

(
Fd

b

)2

+ 2,000 ·

(
Fd

b

)3

Empirical constant

kD = −3,333 · 10−4 · Λ2 + 6,667 · 10−5 · Λ + 0,38

Oswald efficiency factor

e = 1

π·AR·kD·CD0
+

1

(0,99 · Sd)
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C.2 Gráficas condición de equilibrio a 21.0109 m/s
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D.1 Variables de movimiento en perturbación

Cuadro D.1: Variables de movimiento.
Equilibrio Perturbación

Ejes 0x 0y 0z 0x 0y 0z
Fuerzas 0 0 0 X Y Z
Momentos 0 0 0 L M N
Velocidad lineales Ue Ve We U V W
Velocidades angulares 0 0 0 p q r
Actitud 0 θe 0 φ θ ψ

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.

Cuadro D.2: Fuerzas actuantes.
X Fuerza axial

Sumatoria de pesos y fuerza aerodinámicas.Y Fuerza lateral
Z Fuerza normal

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.

Cuadro D.3: Momentos actuantes.
L Momento de balanceo

Sumatoria de momento por pesos y
momentos aerodinámicas.

M Momento de cabeceo
N Momento de guiñada

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.
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Cuadro D.4: Componentes angulares actuantes.
p Momento de balanceo

Componentes de velocidades angularesq Momento de cabeceo
r Momento de guiñada

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.

Cuadro D.5: Componentes lineales actuantes.
U Velocidad axial

Componentes totales de velocidades
lineales a partir del centro de gravedad

V Velocidad lateral
W Velocidad normal

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.

D.2 Transformación de variables ángulos Euler

Rotamos sobre ox3, generando φ.ox3

oy3

oz3

 =

1 0 0

0 cosφ sinφ

0 − sinφ cosφ


ox2

oy2

oz2

 (D.1)

Rotamos sobre oy2, generando θ.ox2

oy2

oz2

 =

cos θ 0 − sin θ

0 1 0

sin θ 0 cos θ


ox1

oy1

oz1

 (D.2)

Rotamos sobre oz1, generando ψ.ox1

oy1

oz1

 =

 cosψ sinψ 0

− sinψ cosψ 0

0 0 1


ox0

oy0

oz0

 (D.3)

Sustituyendo y operando las ecuaciones D.1, D.2 y D.3 para lograr las rotaciones tipo

ZYX.ox3

oy3

oz3

 =

1 0 0

0 cos θ sin θ

0 − sin θ cos θ


cos θ 0 − sin θ

0 1 0

sin θ 0 cos θ


 cosψ sinψ 0

− sinψ cosψ 0

0 0 1


ox0

oy0

oz0

 (D.4)
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Operando la ecuación D.4. ox3

oy3

oz3

 =
[
D
]ox0

oy0

oz0

 (D.5)

Donde.

D =

 cos θ cosψ cos θ sinψ − sin θ

sinφ sin θ cosψ − cosφ sinψ sinφ sin θ sinψ + cosφ cosψ sinφ cos θ

cosφ sin θ cosψ + sinφ sinψ cosφ sin θ sinψ − sinφ cosψ cosφ cos θ

 (D.6)

D.3 Derivadas de estabilidad y control aerodinámico

Cuadro D.6: Derivadas de estabilidad aerodinámicas longitudinales adimensionales.
Derivada Expresión Comentario

Xu
Fuerza axial debido
a la velocidad axial

−2CD −M0
∂CD
∂M

Cálculo de los efectos del arrastre
debido al cambio de la velocidad
axial.

Zu
Fuerza normal debida
a la velocidad axial

−2CL −M0
∂CL
∂M

Cálculo de los efectos de la
sustentación debido al cambio
en la velocidad axial.

Xw
Fuerza axial debido
a la velocidad normal

CL − ∂CD
∂α

Fuerza producida debido a la
incidencia. Cálculo de los efectos
de la sustentación y arrastre debido
al cambio del angulo de incidencia.

Zw
Fuerza normal debido
a la velocidad normal

−
(
∂CL
∂α

+ CD
) Fuerza producida debido a la

incidencia. Cálculo de los efectos
de la sustentación y arrastre debido
al cambio del angulo de incidencia.

Mu

Momento de cabeceo
debido a la velocidad
axial

M0
∂Cm
∂M

Momento generado debido a la
componente de velocidad axial.
Cálculo de los efectos de la
velocidad.

Mw

Momento de cabeceo
debido a la velocidad
normal

−aKn

Momento generado por el cambio
de la incidencia. Cálculo de los
efectos de la rigidez para maniobras
de cabeceo en el margen estático.

Xq
Fuerza axial debido a
la tasa de cabeceo

−V T
∂CDT
∂αT

Cálculo de los efectos del arrastre
en el estabilizador horizontal.
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Zq
Fuerza normal debido
a la tasa de cabeceo

−V Ta1

Cálculo de los efectos de la
sustentación en el estabilizador
horizontal.

Mq

Momento de cabeceo
debido a la tasa de
cabeceo

Zq
lT
c

Cálculo de las oscilaciones de
cabeceo con respecto al
estabilizador horizontal.

Xẇ

Fuerza axial debido
a la tasa de cambio
de la velocidad normal

Xq
dε
dα

Fuerza producida por el incremento de
downwash sobre el eje OX. Cálculo de los
efectos del arrastre en el estabilizador
horizontal debido al downwash.

Zẇ

Fuerza normal debido
a la tasa de cambio
de la velocidad normal

Zq
dε
dα

Fuerza producida por el incremento de
downwash sobre el eje OX. Cálculo de los
efectos de la sustentación en el estabilizador
horizontal debido al downwash.

Mẇ

Momento de cabeceo
debido a la tasa de
cambio de la velocidad
normal

Mq
dε
dα

Momento producido por el incremento de
downwash sobre el eje OX. Cálculo de los
efectos de las oscilaciones de cabeceo en el
estabilizador horizontal por incrementos de
downwash

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.

Cuadro D.7: Derivadas de estabilidad aerodinámicas latera-direccional adimensionales.
Derivada Expresión Comentario

Yv
Fuerza lateral debido
al deslizamiento lateral

(
SB
S
yB − SF

S
a1F

) Originada por el arrastre del
fuselaje y estabilizador vertical.

Lv

Momento de balanceo
debido al deslizamiento
lateral

− 1
Ss

∫ s
0
cyayΓydy

−V F
hF
lF
a1F

−2CL tan Λ1/4

Ss

∫ s
0
cyydy

Determinado por la estabilidad
estática lateral de la incidencia
y ubicación del ala principal en
el fuselaje, con contribuciones
del ángulo diedro, ángulo de
flechamiento y estabilizador
vertical.

Nv

Momento de guiñada
debido al deslizamiento
lateral

V Fa1F

Cuantifica el modo espiral en
perturbaciones laterales debido
a la sustentación en el ángulo
diedro, ángulo de barrido y la
geometŕıa del ala–fuselaje
respecto al centro de gravedad.
Donde la contribución del
estabilizador vertical es la más
significativa.
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Yp
Fuerza lateral debido
a la tasa de balanceo

− 1
Sb

∫ HF
0

ahchhdh

Es cero, a menos que la relación
de aspecto del estabilizador
vertical sea alta con valores
pequeños como contribución
más significativa.

Lp
Fuerza lateral debido
a la tasa de balanceo

− (ay+CDy )

2Ss2

∫ s
0
cyy

2dy

Con contribuciones del ala-
fuselaje, estabilizador vertical y
horizontal, describe el modo de
balanceo.

Np

Momento de guiñada
debido a la tasa de
balanceo

−
(
CLy−

dCD
dαy

)
2Ss2

∫ s
0
cyy

2dy

Con contribuciones del
ala-fuselaje. Describe los
efectos del arrastre en el
ala principal con respecto
el centro de gravedad

Yr
Fuerza lateral debido
a la tasa de guiñada

V Fa1F

Cálculo de los efectos de
la sustentación en el centro
de presiones del estabilizador
vertical con respecto al
centro de gravedad.

Lr

Momento de balanceo
debido a la tasa de
guiñada

1
Ss2

∫ s
0
CLycyy

2dy
−Lv(fin)

lF
b

Cálculo de los efectos de la
sustentación en el ala
principal con respecto a la
sustentación generada en el
estabilizador vertical.

Nr

Momento de guiñada
debido a la tasa de
guiñada

− 1
Ss2

∫ s
0
CDycyy

2dy
−Nv(fin)

lF
b

Determina el modo de
balanceo holandés. Con
contribuciones del
estabilizador vertical y el
ala principal, calcula los
efectos del arrastre en el
ala principal con respecto a
la sustentación generada en
el estabilizador vertical.

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.

Cuadro D.8: Derivadas de control aerodinámico adimensionales.
Derivada Expresión Comentario

Xη
Fuerza axial
debido al elevador

−(2)ST
S
kTCLT a2η

Cálculo de efectos del arrastre
producido en el estabilizador
horizontal.

Zη
Fuerza normal
debido al elevador

−ST
S
a2η

Cálculo de los efectos de la
sustentación producida en el
estabilizador horizontal.
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Mη
Momento de cabeceo
debido al elevador

−V Ta2η

Cálculo del momento producido
por la sustentación en el
estabilizador horizontal con
respecto al centro de gravedad.

Yξ
Fuerza lateral
debido al alerón

Yξ = 0

Para alas de altos ángulos de
flechamiento es
insignificantemente pequeño,
para alas normales es cero.

Lξ
Momento de balanceo
debido al alerón

− 1
Ss
a2ξ

∫ y2

y1
cyydy

Describe las propiedades de
sustentación en maniobras
de balanceo.

Nξ
Momento de guiñada
debido al alerón

1
Ss

∫ y2

y1

(
∂CDy
∂ξ

)
cyydy

Describe las propiedades en
respuesta al arrastre con
respecto a los alerones.

Yζ
Fuerza lateral
debido al rudder

SF
S
a2ζ

Cuantifica la sustentación
debido al rudder, asumiendo
que es la misma a lo largo de la
envergadura del estabilizador
vertical.

Lζ
Momento de balanceo
debido al rudder

V F
hF
lF
a2ζ

Describe la señal f́ısica contraria
a un momento de balanceo sobre
el estabilizador vertical en
respuesta a deflexiones del rudder.

Nζ
Momento de guiñada
debido al rudder

−V Fa2ζ

Describe las propiedades
dinámicas y estáticas del rudder
con respecto al centro de
gravedad.

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.

Cuadro D.9: Derivadas de estabilidad aerodinámicas longitudinales dimensionales.
Adimensional Multiplicador Dimensional

Xu
1
2
ρV0S X̊u

Zu
1
2
ρV0S Z̊u

Xw
1
2
ρV0S X̊w

Zw
1
2
ρV0S Z̊w

Mu
1
2
ρV0Sc M̊u

Mw
1
2
ρV0Sc M̊w

Xq
1
2
ρV0Sc X̊q

Zq
1
2
ρV0Sc Z̊q

Mq
1
2
ρV0Sc

2 M̊q

Xẇ
1
2
ρSc X̊ẇ

Zẇ
1
2
ρSc Z̊ẇ
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Mẇ
1
2
ρSc2 M̊ẇ

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.

Cuadro D.10: Derivadas de estabilidad aerodinámicas lateral-direccional dimensionales.
Adimensional Multiplicador Dimensional

Yv
1
2
ρV0S Y̊v

Lv
1
2
ρV0Sb L̊v

Nv
1
2
ρV0Sb N̊v

Yp
1
2
ρV0Sb Y̊p

Lp
1
2
ρV0Sb

2 L̊p
Np

1
2
ρV0Sb

2 N̊p

Yr
1
2
ρV0Sb Y̊r

Lr
1
2
ρV0Sb

2 L̊r
Nr

1
2
ρV0Sb

2 N̊r

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.

Cuadro D.11: Derivadas de control aerodinámico dimensionales.
Adimensional Multiplicador Dimensional

Xη
1
2
ρV 2

0 S X̊η

Zη
1
2
ρV 2

0 S Z̊η
Mη

1
2
ρV 2

0 Sc M̊η

Yξ
1
2
ρV 2

0 S Y̊ξ
Lξ

1
2
ρV 2

0 Sb L̊ξ
Nξ

1
2
ρV 2

0 Sb N̊ξ

Yζ
1
2
ρV 2

0 S Y̊ζ
Lζ

1
2
ρV 2

0 Sb L̊ζ
Nζ

1
2
ρV 2

0 Sb N̊ζ

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.

Cuadro D.12: Derivadas de estabilidad aerodinámica longitudinales reducidas.
Derivada reducida Expresión matemática dimensional

xu
X̊u
m

+ X̊ẇZ̊u
m(m−Z̊ẇ)

zu
Z̊u

m−Z̊ẇ
mu

M̊u

Iy
+ Z̊uM̊ẇ

Iy(m−Z̊ẇ)

xw
X̊w
m

+ X̊ẇZ̊w
m(m−Z̊ẇ)

zw
Z̊w

m−Z̊ẇ
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mw
M̊w

Iy
+ Z̊wM̊ẇ

Iy(m−Z̊ẇ)

xq
(X̊q−mWe)

m
+

(Z̊q+mUe)X̊ẇ
m(m−Z̊ẇ)

zq
(Z̊q+mUe)
m−Z̊ẇ

mq
M̊q

Iy
+

(Z̊q+mUe)M̊ẇ

Iy(m−Z̊ẇ)

xθ −g cos θe − X̊ẇg sin θe
m−Z̊ẇ

zθ −mg sin θe
m−Z̊ẇ

mθ −M̊ẇmg sin θe
Iy(m−Z̊ẇ)

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.

Cuadro D.13: Derivadas de estabilidad aerodinámica lateral-direccional reducidas.
Derivada reducida Expresión matemática dimensional

yv
Y̊v
m

yp
Y̊p+mWe

m

yr
Y̊r−mUe

m

yφ g cos θe
yψ g sin θe
lv

IzL̊v+IxzN̊v
IxIz−I2xz

lp
IzL̊p+IxzN̊p
IxIz−I2xz

lr
IzL̊r+IxzN̊r
IxIz−I2xz

lφ 0
lψ 0

nv
IxN̊v+IxzL̊v
IxIz−I2xz

np
IxN̊p+IxzL̊p
IxIz−I2xz

nr
IxN̊r+IxzL̊r
IxIz−I2xz

nφ 0
nψ 0

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.

Cuadro D.14: Derivadas de control aerodinámico reducidas.
Derivada reducida Expresión matemática dimensional

xη
X̊η
m

+ X̊ẇZ̊η

m(m−Z̊ẇ)

zη
Z̊η

m−Z̊ẇ
mη

M̊η

Iy
+ M̊ẇZ̊η

Iy(m−Z̊ẇ)
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yξ
Y̊ξ
m

lξ
IzL̊ξ+IxzN̊ξ
IxIz−I2xz

nξ
IxN̊ξ+IxzL̊ξ
IxIz−I2xz

yζ
Y̊ζ
m

lζ
IzL̊ζ+IxzN̊ζ
IxIz−I2xz

nζ
IxN̊ζ+IxzL̊ζ
IxIz−I2xz

Fuente: Cook, M. V. (2012). Flight dynamics principles: a linear systems approach to
aircraft stability and control. Butterworth-Heinemann.
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tadores, 2012.

[20] Alejandro Mej́ıa Giraldo, Alex Adrián López Rı́os y otros. “Diseño preliminar de
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